Akademia Gérniczo-Hutnicza
im. Stanistawa Staszica w Krakowie
AGH University of Science

and Technology

Metody numeryczne

Janusz Miller

Katedra Informatyki Stosowanej
AGH University of Science and Technology

5.10.2021

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

«O» «Fr o«
Metody numeryczne

it
v
it

DA
1/29



Literatura

@ Kincaid D., Cheney W.: Analiza numeryczna, WNT
mmm 2006
AGH @ Dudek-Dyduch E., Was j., Dutkiewicz

L.,Grobler-Debska K. Gudowski B.: Metody
numeryczne - Wybrane zagadnienia, Wydawnictwa
AGH Krakéw 2011

© Wybrane zagadnienia numeryczne - analiza i dobér
algorytméw, pod red. J.Wasa Wydawnictwa AGH
Krakéw - w druku.

@ Strang G.: Differential Equations and Linear Algebra,
Wellesley - Cambridge Press 2009

© Nocedal J., Wright S.J.: Numerical Optimization,
Springer 1999 (lub pézniejsze, np. 2006)

@ Burden R., Faires J., Numrical Analysis, Prindle, Weber
& Schmidt - Kent, Boston 1985

«4O>» «F>r «»r» « >

www.agh.edu.pl

DA

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 2/29



www.agh.edu.pl

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

Czesé |

Analiza btedéw

«4O>» «Fr «=r» «

Metody numeryczne

Analiza btedéw

>

DA
3/29



@ Zadania i algorytmy numeryczne

© Problem Zle uwarunkowany
© Zrédta bredéw

@ Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka
komputerowa

© Arytmetyka przedziatowa
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Zadania i algorytmy numeryczne

Zadanie numeryczne

Zadanie numeryczne (problem numeryczny) -
niedwuznaczny opis powigzania funkcjonalnego miedzy
danymi wej$ciowymi czyli ,zmiennymi niezaleznymi"”
zadania

i danymi wyjSciowymi, tj. szukanymi wynikami.

Dane wejéciowe i wyjsciowe mozna przedstawi¢ za pomoca
wektoréw skonczenie wymiarowych.

www.agh.edu.pl
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Zadania i algorytmy numeryczne

Algorytm numeryczny

GH Algorytm dla danego zadania numerycznego —
petny opis poprawnie okreslonych operacji
przeksztatcajacych wektor dopuszczalnych danych
wejsciowych na wektor danych wyjsciowych.

Doktadniej:
An algorithm is a procedure that describes,

in an unambiguous manner, a finite sequence of steps
to be performaed in a specified order*.

www.agh.edu.pl
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Problem Zle uwarunkowany

Problem zZle uwarunkowany

Przyktad
mm]JJ Przyktad problemu Zle uwarunkowanego:
@ Dany jest uktfad réownan liniowych
AGH

2x 40,6667y = 2
x+0,3333y =1
ktéry ma doktadne rozwigzanie x =1, y = 0.

@ Szukamy doktadnego rozwiazania ,,podobnego” ukfadu
réwnan

2,0003x + 0,6667y = 2
x+0,3333y =1
Doktadne rozwigzanie x = 10000, y = —30000.

Algorytm jest bezbtedny, obliczenia przeprowadzone bez
zadnych przyblizen.

www.agh.edu.pl
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Problem Zle uwarunkowany

Problem zZle uwarunkowany

Okreslenie?
;lll(i]! Pojecie uwarunkowania wigze sie z wrazliwoscia
rozwigzania zadania na mate zmiany (zaburzenie) danych
poczatkowych.

Zadanie jest zle uwarunkowane, jezeli mate zmiany danych
wejéciowych powoduja duze zmiany wynikdw.

Dlaczego numeryczne rozwigzywanie probleméw Zle
uwarunkowanych nalezy do zadan trudnych?

Bo wystepujace w algorytmie dane prawie zawsze s3
zaburzone. Jaki wiec bedzie tego skutek?

www.agh.edu.pl
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Zrédta bredéw

Btad bezwzgledny i wzgledny

Przyjmijmy oznaczenia:

[llm]JJ @ xp — warto$¢ doktadna,

@ x — wartos$¢ przyblizona (obarczona btedem).

AGH Btad bezwzgledny:
A = |xo — x|.
Btad wzgledny:
0= |X0_X|, gdy xp #0.
[xol
Uwagi:
@ Ktory btad jest lepszg miarg doktadnosci np. pomiaru?
@ Definicja btedu wzglednego wyklucza przypadek, gdy
= xp = 0. W praktyce nie wyznacza sie btedu wzglednego,
£ gdy xp ~ 0. Np. w MATLABIe jako "uniwersalng” miare
m dopuszczalnego btedu stosowane jest wyrazenie
2
max(RelTol - |x|, AbsTal).«=» «=» £l)oac
Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne Analiza btedéw




Zrédta bredéw

Zrédta btedéw

Gtéwne Zrédta btedu to:
@ btedy danych wejsciowych,
@ bfedy przetwarzania danych,

@ btedy wyprowadzania danych wyjsciowych.

www.agh.edu.pl
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Zrédta bredéw

Btedy danych wejsciowych

Niedoktadnosci wprowadzanych danych wejsciowych:

o W przypadku wielkosci fizycznych lub statystycznych —
ograniczona doktadno$¢ pomiaru.

o Liczby niewymierne (np. m) i prawie wszystkie
wymierne s3 reprezentowane w komputerze ze
skonczong doktadnoscia i w skonczonym zakresie.
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Zrédta bredéw

Btad wyprowadzania danych

Powodowany ograniczeniem doktadno$ci wyprowadzanych
danych wyjsciowych — np. konwersja do systemu
dziesietnego z zadang ograniczong doktadnoscia.

www.agh.edu.pl
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Zrédta bredéw

Btedy przetwarzania danych

Wazne rozréznienie:

© Btedy generowane przez algorytm — powstajg takze
wtedy, gdy dane i operacje arytmetyczne sg bezbtedne.

© Btedy zaokraglen — btedy reprezentacji liczb w
komputerze i btedy operacji arytmetycznych.

www.agh.edu.pl
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Zrédta bredéw

Ad 1. Btedy algorytmu

GH Rozwazajac zagadnienie uwarunkowania zadania
przyjmujemy, ze algorytm jest doktadny.

Algorytm taki daje wynik doktadny tylko wtedy, gdy dane
wejéciowe i obliczenia s3 pozbawione btedu.

Metody numeryczne wykorzystuja takze algorytmy
niedoktadne, tj. takie, ktére prowadza tylko do przyblizonej
wartosci doktadnego wyniku — np. wynik doktadny
wymagatby nieskonczonej doktadnosci i nieskonczonej liczby
operacji (co jest sprzeczne z definicja algorytmu).

www.agh.edu.pl
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Zrédta bredéw

Ad 1. Btedy algorytmu

Btad obciecia

il

AGH

Btad obciecia (truncation) - powstaje gdy przyblizamy
sume nieskonczong suma skonczong,

albo szerzej: gdy przerywamy obliczenia przed otrzymaniem
koncowego wyniku (przed ich koncem),

www.agh.edu.pl
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Zrédta bredéw

Ad 1. Btedy algorytmu

Przyktady btedéw spowodowanych niedoktadnoscia algorytmu

lum]JJ o Btad wynikajacy z przyjecia uproszczonej relacji miedzy

danymi wyjsSciowymi a wejSciowymi, np. kazdy model
matematyczny zjawiska fizycznego (takze
biologicznego, spotecznego itp.) jest uproszczeniem
rzeczywistosci.

AGH

o Bfad pochodzacy od zastapienia ciggu (szeregu)
nieskornczonego ciagiem (szeregiem) skonczonym.

o Btedy algorytméw obliczajacych pewne wartosci
metodami przyblizonymi, np. iteracyjne metody
rozwigzywania réwnan algebraicznych i rézniczkowych,
obliczania catek oznaczonych, optymalizacji, zastapienie
pochodnej skofnczonym ilorazem réznicowym itp.

www.agh.edu.pl

o Btad dowolnego algorytmu rozwigzujacego zadanie,
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Zrédta bredéw

Ad 2. Btedy zaokraglenia i reprezentacji

Zaokraglenia (round-off) - réznica miedzy przyjetym
przyblizeniem, a wartoscig doktadng np. 7

Reprezentacji (representation) - jedna z form bfedu
zaokraglenia - gdy znamy dalsze cyfry, ale nie

mieszczg sie w przyjetym formacie zapisu
danych.

www.agh.edu.pl
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Zmiennoprzecinkowa reprezentacja liczb

GH @ Zapis liczb catkowitych i utamkéw w systemie
dwojkowym.

o Zapis liczb rzeczywistych w formacie
zmiennoprzecinkowym (zmiennopozycyjnym):

x=(=1)°-m-2°

mell, 2), celLZ.
e Standard IEEE 7543

www.agh.edu.pl
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Zmiennoprzecinkowa reprezentacja liczb c.d.
Standard IEEE 754

il

AGH @ double: 64 bity:

s - 1 bit,

c - 11 bitdw,

m - 52 bity.
@ Zapis liczby przeciwnej - zmiana bitu s TYLKO
o Kod c z zakresu 001 - 7fe

realmin: 001 000000... (2.2251e-308)

1: 3ff 0000000...

2: 400 0000000...

realmax: 7fe 111111... (1.7977e+308)
kod liczb > realmax Inf : 7ff 000000000...

www.agh.edu.pl

«O» «Fr» «E» «E>» = HAe
Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

Metody numeryczne Analiza btedéw 19 /29



Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Zmiennoprzecinkowa reprezentacja liczb c.d.
Standard IEEE 754

lumIJJ @ Mantysa nieznormalizowana - liczby < realmin , kod c:
AGH 000 w polu mantysy mantysa < 1.
Te liczby s3a reprezentowane z dokfadnoscia gorsza niz
maszynowa.
e Kod liczb [0, realmin/252): 000 0000..00 (same zera).

@ Doktadnos¢ maszynowa e: Odlegto$¢ od 1.0 do
nastepnej liczby typu double.

o Zaokraglanie liczb: Jezeli wynik operacji arytmetycznej
ma mantyse dtuzsza niz 52 bity, to nastepuje
zaokraglenie do 52 bitéw. Reguty zaokraglania
precyzuje standard |IEEE 754 Rounding rules.

@ Jaki jest maksymalny btad zaokraglenia?

www.agh.edu.pl
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Przyktad rézniczkowej analizy btedu operacji

arytmetycznych
lll IJJ @ Oznaczenia:
AGH

«O» «Fr» «E» «E>» = HAe
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Przyktad rézniczkowej analizy btedu operacji

arytmetycznych
lll ]JJ @ Oznaczenia:
AGH e xp - dana wejsciowa (warto$¢ doktadna),

«O» «Fr» «E» «E>» = HAe
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Przyktad rézniczkowej analizy btedu operacji

arytmetycznych
lll ]JJ o Oznaczenia:
AGH o xp - dana wejsciowa (wartos¢ doktadna),

o x - przyblizona (zaktécona) warto$¢ danej wejéciowej,

www.agh.edu.pl
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Przyktad rézniczkowej analizy btedu operacji

arytmetycznych
lll ]JJ o Oznaczenia:
AGH o xp - dana wejéciowa (warto$¢ doktadna),

o x - przyblizona (zaktécona) warto$¢ danej wejsciowej,
o f - algorytm,
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Przyktad rézniczkowej analizy btedu operacji

arytmetycznych
lll ]JJ o Oznaczenia:
AGH o xp - dana wejéciowa (warto$¢ doktadna),

o x - przyblizona (zaktécona) warto$¢ danej wejsciowej,
o f - algorytm,

o y - dana wyjsciowa, y = f(x), yo = f(x0)-

www.agh.edu.pl
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Przyktad rézniczkowej analizy btedu operacji

arytmetycznych

[l o Ommaczenia

AGH Xo - dana wejsciowa (warto$¢ doktadna),

o x - przyblizona (zaktécona) warto$¢ danej wejéciowej,
o f - algorytm,
o y - dana wyjsciowa, y = f(x), yo = f(x0)-

o Jak btad danych wejsciowych ,przenosi si¢” na btad
wyniku.

www.agh.edu.pl
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Przyktad rézniczkowej analizy btedu operacji

arytmetycznych
lll ]JJ o Oznaczenia:
AGH o xp - dana wejsciowa (wartos¢ doktadna),

o x - przyblizona (zaktécona) warto$¢ danej wejéciowej,
o f - algorytm,

o y - dana wyjsciowa, y = f(x), yo = f(x0)-
o Jak bfad danych wejsciowych ,przenosi si¢” na btad
wyniku.
@ Dla matych zaburzen Ax = x — xp mozna przyjaé, ze

dy

dx |y,

Ay Ax

(poréwnac z rozwinieciem w szereg Taylora)

www.agh.edu.pl
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Przyktad rézniczkowej analizy btedu operacji

arytmetycznych
lll ]JJ o Oznaczenia:
AGH o xp - dana wejéciowa (warto$¢ doktadna),

o x - przyblizona (zaktécona) warto$¢ danej wejsciowej,
o f - algorytm,

o y - dana wyjsciowa, y = f(x), yo = f(x0)-

o Jak bfad danych wejsciowych ,przenosi si¢” na btad
wyniku.

@ Dla matych zaburzen Ax = x — xp mozna przyjaé, z

dy

dx |y,

Ay Ax

(poréwnac z rozwinieciem w szereg Taylora)

o Ktdry btad (bezwzgledny czy wzgledny) jest lepsza
miara doktadnosci?

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Przyktad rézniczkowej analizy btedu operacji

arytmetycznych, c.d.

lll IJJ @ Analiza btedu mnozenia

d
Ay%—yAx:an
dx
Ay —aAx  Ax
y  ax  x
«O» «Fr» «E» «E>» = HAe
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Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Przyktad rézniczkowej analizy btedu operacji

arytmetycznych, c.d.

lll IJJ @ Analiza btedu mnozenia

AGH y=a-x
d
Ay ~ dle:an
Ay an Ax
y ~ ax X
@ Analiza btedu odejmowania
y=x—a
d
= Ay ~ Y Ax = Ax
= dx
® Ay = Ax
: y  x-—a
«O» «Fr» «E» «E>» = HAe

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne Analiza btedéw 22/29



Btedy operacji arytmetycznych — arytmetyka komputerowa

Kiedy operacje arytmetyczne moga by¢ ,niebezpieczne”?

Utrata cyfr najbardziej znaczacych loss of significance
- niepozadany efekt obliczen z uzyciem arytmetyki o
skonczonej precyzji,

- wystepuje, gdy operacja na dwdch liczbach wzmacnia btad
wzgledny znacznie bardziej niz btad bezwzgledny,

- np. przy odejmowaniu dwdch liczb o podobnych (bliskich
sobie) wartosciach, tzw. catastrophic cancellation.

www.agh.edu.pl
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Arytmetyka przedziatowa

Arytmetyka przedziatowa

Arytmetyka przedziatowa - operacje na liczbach
mIJJ rzeczywistych x zastepujemy operacjami na przedziatach
[a,b] = {x € R:a< x < b} (dopuszczalne: a = —o0,
b= 0).

@ dodawanie
[a,b] 4+ [c,d] = [a+ ¢, b+ d]
@ mnozenie
[a, b]-[c, d] = [min (ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, bc, bd)]
@ dzielenie (gdy c - d > 0)
=B

[Cld] —[1/d,1/d]

www.agh.edu.pl
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Arytmetyka przedziatowa

Arytmetyka przedziatowa

Niektoére problemy:

il

AGH

o Podziat przedziatéw (np. przy dzieleniu przez przedziat
z 0) - wzrost liczby operacji.

@ Funkcje niemonotoniczne.

o Dependency problem: Powstaje, gdy zmienna w
wyrazeniu pojawia sie wiecej niz raz. Jezeli nie
~zsynchronizujemy” jej zmiennosci (w przedziale) we
wszystkich wystapieniach, to powstaje
niebezpieczenstwo przeszacowania wielkosci przedziatu.

www.agh.edu.pl
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Arytmetyka przedziatowa

Arytmetyka przedziatowa

Przykfad problemu ,zaleznoéci"*

lumlJJ Nalezy obliczy¢ warto$¢ funkcji f(x) = x% + x
dla x = [-1,1].
Obliczenia ,,naturalne”:
[_17 1]2 + [_17 1] = [07 1] + [_17 1] = [_]-7 2]
Po przeksztatceniu algorytmu:
F(x)=(x+1/2)%>—1/4

otrzymujemy w wyniku przedziat bardziej zawezony:

AGH

(FLI+1/27 - 1/4=[-1/23/2P = 1/4  (2)
=[0,9/4] - 1/4 (3)
~ [-1/4,2). (4

*https://en.wikipedia.org/wiki/Interval sarithmetic

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:
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Arytmetyka przedziatowa

Arytmetyka przedziatowa

Przyktad problemu ,zaleznosci” — zapis w MATLABIe

il

AGH

www.agh.edu.pl
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Arytmetyka przedziatowa

Arytmetyka przedziatowa

Trudnosci c.d.

il

AGH

Dalsze problemy:

@ Doktadne szacowanie btedu obciecia szeregu Taylora -
obliczanie pochodnej wysokiego rzedu - zastosowanie
automatycznego rézniczkowania.

@ Problem przeszacowania btedu. Czy szacowanie btedu

poszczegdlnych operacji prowadzi do takiego samego
szacowania wartosci funkcji?

www.agh.edu.pl
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Arytmetyka przedziatowa

Arytmetyka przedziatowa

Implementacja

il

AGH
@ Przecigzenie operatorow.
@ Dostosowanie kompilatora - przyktad: przybornik
muPAD w $rodowisku MATLAB.
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