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@ Metody iteracyjne — btedy, stabilnoé¢, zbieznos¢

© Podstawowe metody rozwigzywania réwnania
nieliniowego

© Modyfikacje, udoskonalenia

@ Uzupetnienia: Kryterium stopu, zera wielokrotne
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Metody iteracyjne — btedy, stabilno$¢, zbieznosé

Metody iteracyjne

Podstawowe pojecia i oznaczenia

lum]JJ Iteracja — metoda w analizie matematycznej

AGH i programowaniu polegajaca na wielokrotnym stosowaniu
tego samego przeksztatcenia lub procedury?.

Iteration — the action or a process of iterating or repeating:
such as
@ a procedure in which repetition of a sequence of

operations yields results successively closer to a desired
result,

©Q the repetition of a sequence of computer instructions a
specified number of times or until a condition is met.

www.agh.edu.pl
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Metody iteracyjne — btedy, stabilno$¢, zbieznosé

Ciag iteracyjny

il

Ciag it j kon L gdy i=0,1,2,...,N.
AGH iag iteracyjny skonczony, gdy i

Przyktady:

© Algorytm obliczania catek I, = fol x"exp(x — 1)dx dla
n € N otrzymany z catkowania przez czesci
In =1- nl,,_1, /1 = 1/6

© Wyrazy ciggu geometrycznego o postepie g = %
Xxp = 1 mozna wyznaczy¢ z wzoru

13 4 1
Xn+1 = 3 Xn — 3Xn-1, X0 = 1, x =

§.
Obliczenia numeryczne i wnioski — na ¢wiczeniach.
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Metody iteracyjne — btedy, stabilno$¢, zbieznosé

Metody iteracyjne

Stabilnoéé

il

AGH

www.agh.edu.pl

Algorytm jest stabilny jezeli mate zmiany danych
wejsciowych (poczatkowych) powoduja mate zmiany danych
wyjsciowych (koncowych).

Obliczenia w kazdej iteracji i > 0 moga by¢ zaburzone
btedem np. zaokraglenia.

Przyjmijmy, ze btedy te sg wartosciami rzedu e.

Niech E, oznacza skumulowany btad powstaty po
wykonaniu n iteracji.

Jezeli |E,| = Cne, gdzie C jest stata, niezalezna od n,
to méwimy, ze wzrost btedu jest liniowy.

Jezeli |E,| = k"¢, k > 1,

to wzrost btedu jest wyktadniczy.

Czy mozna stosowac algorytmy, w ktérych btad narasta
wyk’fadniczo? «Or «F> «E>r» > E HAQ
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Metody iteracyjne — btedy, stabilno$¢, zbieznosé

Nieskonczony ciag iteracyjny

{xi}, i=0,1,2,... 00.

Jezeli rozwigzanie zadania numerycznego jest réwne granicy
w nieskonczonos$ci pewnego ciagu, to algorytm polegajacy
na obliczaniu kolejnych elementéw tego ciagu) bedzie
obarczony btedem obciecia.

Algorytm, z definicji, jest skonczony.

Btedy obciecia i btedy zaokraglenia s3 niezalezne od siebie.
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Metody iteracyjne — btedy, stabilno$¢, zbieznosé

Zbieznos¢ nieskonczonego ciggu iteracyjnego

|/ ——

AGH @ Granica: lim,—s Xn = X.
o Odchylenie n-tego elementu ciagu: e, = x, — X.
o Ciag odchylen: {e,}.

Jezeli

3 ||m |en+1’
n—oo ‘en|P

=K, K>0p>1 lub 0<k<lp=1,

to ciag {x»} jest zbiezny z wyktadnikiem (rzedem zbieznosc)
p i stata K.
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Podstawowe metody rozwigzywania réwnania nieliniowego

Ogolnie
@ Rozwiazywanie réwnania
!”]]I! h(x) = g(x)

jest robwnowazne znajdowaniu miejsca zerowego X
funkcji jednej zmiennej f(x)

f(x) = h(x) —g(x), f(x)=0.

@ Zatozenie o ciagtosci — Czy w kazdej metodzie
konieczne jest sprawdzenie ciggtosci przed
rozpoczeciem iteracji.

@ Funkcja iteracji:

www.agh.edu.pl
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Podstawowe metody rozwigzywania réwnania nieliniowego

Metoda iteracji prostej — Fixed-Point Iteration

lum]JJ Tworzymy funkcje ®(x), dla ktérej X jest punktem statym,
AGH czyli x = ®(X), oraz jest miejscem zerowym funkcji f(x),
czyli f(x) =0.

@ Dane startowe: xp, bez warunkow.

o Algorytm:

Xnt1 = P(xn).

o Warunek wystarczajacy zbieznosci:
Jezeli x — |xp — X| <K x < X+ |x0 — X|
to |®'(x)| < 1.

@ Rzad zbieznosci: 1.

o Koszt iteracji: Jednokrotne obliczenie ®(x,).
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Podstawowe metody rozwigzywania réwnania nieliniowego

Metoda bisekcji czyli potowienia przedziatu

o Dane startowe: xa, xp : f(x3) - f(xp) < O.

@ Algorytm: znany — podziat przedziatu na dwie czesci i
wybér czesci, w ktdrej jest miejsce zerowe.
Kazda iteracja jest przeksztatceniem zwezajacym
przedziat nieokreslonosci miejsca zerowego.

@ Zbieznos$¢: gwarantowana.

o Rzad zbieznosci: 1.

o Koszt iteracji: Jednokrotne obliczenie f(xp).

www.agh.edu.pl
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Podstawowe metody rozwigzywania réwnania nieliniowego

Metoda Newtona-Raphsona czyli stycznych

@ Dane startowe: xg.

o Algorytm:

f (xn)
Xp+1 = Xn — f’(X )

@ Zbieznos¢: Nie gwarantowana. Warunki wyrazane z

uzyciem 1. i 2. pochodnej — nie maja praktycznego
znaczenia.

o Rzad zbieznosci: 2.

o Koszt iteracji: Jednokrotne obliczenie f(x,) i f'(xp).
Konieczna mozliwo$¢é obliczania pochodnej!.
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Podstawowe metody rozwigzywania réwnania nieliniowego

Metoda siecznych

@ Dane startowe: xg, x1.

o Algorytm:

Xn—1f(Xn) — Xnf (Xn—1)
f(xn) — f(xn-1)

@ /bieznos¢: jak w metodzie stycznych

o Rzad zbieznodci: (1 + /5)/2 ~ 1.618
o Koszt iteracji: Jednokrotne obliczenie f(xp).

Xn+1 =

www.agh.edu.pl
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Podstawowe metody rozwigzywania réwnania nieliniowego

Regufta falsi czyli metoda fatszywej reguty

@ Dane startowe: Jak w metodzie bisekgcji.

o Algorytm:
Przeksztatcenie zwezajace podobnie jak w metodzie
bisekcji, ale punkt podziatu wyznaczany sieczna
prowadzong przez punkt (x,, f(x,)) oraz ostatni z

punktéw, dla ktérego wartos¢ funkgcji jest przeciwnego
do f(xp) znaku.

@ Zbieznodéé: Gwarantowana.

o Rzad zbieznosci: ?

o Koszt iteracji: Jednokrotne obliczenie f(xp).
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Podstawowe metody rozwigzywania réwnania nieliniowego

Metoda Mullera

W praktyce dodaje sie warunek , dodatkowy” —
warunek przeciwnego znaku jednej z ww. wartosci
funkcji — dla gwarancji istnienia zera w przedziale
zawierajacym {xo, x1, X2}

@ Dane startowe: f(xp), f(x1), f(x2).
l

@ Algorytm: Znalez¢ wspotczynniki funkcji kwadratowej
(ew. liniowej) interpolujacej wartosci startowe i
pierwiastki tej funkcji oraz wybraé ,wtasciwy
pierwiastek” .

@ Warunki zbieznosci: gwarancja zbieznosci tylko przy
warunku ,,dodatkowym” .

@ Rzad zbieznosci: ~ 1.9.

www.agh.edu.pl

o Koszt iteracji: Jednokrotne obliczenie f(x,).
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Podstawowe metody rozwigzywania réwnania nieliniowego

Metoda odwrotnej interpolacji kwadratowe]

metodzie Miillera jest miejsce zerowe wielomianu
drugiego stopnia y = W/(x) interpolujacego trzy
ostatnio znalezione przyblizenia.
Metoda odwrotnej interpolacji kwadratowej
,zastepuje” funkcje y = W(x) funkcja odwrotna, czyli
x = V(y) i to jej zero jest przyblizeniem miejsca
zerowego funkgji f(x).
o Rzad zbieznosci: ~ 1.8.
o Koszt iteracji: Jednokrotne obliczenie f(x,).
e W przypadku, gdy wartosci funkcji f(x) w ostatnich 3
przyblizeniach s3 tego samego znaku, metoda ta moze
okaza¢ sie niezbiezng, (podobnie jak metoda Miillera).
»Daleko” od miejsca zerowego funkcji f(x) moze
zawodzié, np. w przypadku, gdy wartosci funkcji f(x) w
trzech ostatnich przyblizeniach nie,sa.gznez, =, =

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 17 /35
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Modyfikacje, udoskonalenia

Metoda przyspieszania zbieznoéci A®-Aitkena

|| ——

AGH Ciag {xn} jest liniowo zbiezny, (p = 1).
Witedy, dla duzego n

X"H_)_(NKN Xp — X

Xp — X Xp_1— X

Stad obliczamy X, ktére jest przyblizeniem y,,

(Xn+1 - Xn)2
Xn41 — 2Xp + Xn—1

Yn = Xn+1 —

{yn} jest ciagiem zbieznym kwadratowo (p = 2).

www.agh.edu.pl
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Modyfikacje, udoskonalenia

Algorytm Steffensena bazujacy na metodzie liniowe;j

il

AGH Wyrazy ciggu {yn»} sa wyznaczane w trakcie tworzenia ciggu

{xn}-

@ Obliczenie 3 wyrazéw ciggu liniowego.

@ Obliczenie y;.

© Obliczenie 2 wyrazéw ciagu liniowego startujac od y;.
@ Obliczenie y».

© Obliczenie 2 wyrazéw ciagu liniowego startujac od y».
O Obliczenie ys.

Q itd.

www.agh.edu.pl
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Modyfikacje, udoskonalenia

Newton uproszczony

Przyjmuje sie, ze czas obliczania pochodnej jest 2 do 4 razy
dtuzszy od czasu obliczania wartosci funkgji.

Dlatego:

Jezeli punkt startowy metody Newtona lezy blisko miejsca
zerowego, to oblicza sie pochodng tylko w punkcie
startowym. W nastepnych iteracjach — zamiast wyznaczad
wartosci pochodnej w kolejnych punktach — korzysta sie z
wartosci pochodnej w punkcie startowym.

www.agh.edu.pl
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Modyfikacje, udoskonalenia

Metoda Steffensena jako modyfikacja metody siecznych i

stycznych

lu ]JJ Szkic metody:

AGH :
W metodzie stycznych

X =X, — f(xn)
n+1 n f’(Xn).

pochodng zastepujemy ilorazem réznicowym
f(xn+ h) — f(xn)
h

ale dtugos¢ kroku h uzalezniamy od odlegtosci od miejsca
zerowego — przyjmujemy

www.agh.edu.pl

h = f(xn).
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Modyfikacje, udoskonalenia

Algorytm Brenta-Dekkera

Kombinacja 3 metod, ktére:
mm]JJ @ gwarantuja zbieznoé¢ (w kazdej iteracji przeksztatcenie
zwezajace),
A @ nie wymagaja obliczania pochodnej funkcji (nie s3
kosztowne).
. S3 to metody:
@ bisekcji,
@ regufa falsi,
@ odwrotnej interpolacji kwadratowe;j.
Upraszczajac:
W kazdej iteracji jest wybierana metoda, ktéra najbardziej

zmniejszy przedziat nieokre$lonosci szukanego miejsca
zerowego.

GH

www.agh.edu.pl

Metody podobne, np. Riddersa
[https : //pl.wikipedia.org / wiki /| Metoda_Riddersa] . = ,
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Uzupetnienia: Kryterium stopu, zera wielokrotne

Kryteria stopu

o Wartos¢ funkcji |f(xn)| < TolFun,
m]JJ o dtugos¢ kroku |x, — xp_1| < TolX,
o dtugos$¢ minimalnego przedziatu zawierajacego miejsce
zerowe |x, — xx| < TolX, gdzie k < n, f(x,)-f(xx) <0,
@ warto$¢ pochodnej funkcji f'(x,) (w powigzaniu
z dtugoscia kroku),
@ maksymalna liczba iteracji.
Uwagi:
© Czesto wartosé wstepna TolX i TolFun jest rzedu
101, a ogdlniej ~ 100¢.
@ Nalezy uwzgledni¢ btad wyznaczania wartosci funkgji
(np. zaokraglania, operacji arytmetycznych, obciecia).
© W przypadku parzystokrotnych miejsc zerowych dobrze
bytoby rozpoznaé (w niezalezny od metody sposéb),
czy miejsce zerowe faktycznie istnieje. Testy
numeryczne moga by¢ mato wiarvgadn® ze Inzaledy fa 3¢

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne
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Uzupetnienia: Kryterium stopu, zera wielokrotne
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Dziekuje za uwage
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GH Czes¢ VI

Numeryczna algebra liniowa
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Outline

mmm © Wazniejsze pojecia

AGH

@ Nieosobliwe uktady réwna
@ Uwarunkowanie ukfadu réwnan
@ Algorytmy bezposrednie
o Algorytmy iteracyjne

@ Ukfady réwnan z prostokatna macierza wspétczynnikéw

© Zagadnienie wtasne
@ Wartosci wtasne macierzy
@ Wartosci osobliwe macierzy
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Wazniejsze pojecia
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Nieosobliwe uktady réwnan
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Nieosobliwe uktady réwnan Uwarunkowanie uktadu réwnan
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Dziekuje za uwage
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy bezposrednie
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy iteracyjne
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Dziekuje za uwage
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Uktady réwnar z prostokatnga macierza wspétczynnikéw
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Dziekuje za uwage
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Zagadnienie wtasne
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Zagadnienie wtasne
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Zagadnienie wtasne
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