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Outline

AGH @ Podstawowe pojecia

© Nieosobliwe uktady réwna
@ Uwarunkowanie ukfadu réwnan
@ Algorytmy bezposrednie
@ Algorytmy iteracyjne

© Zagadnienie wtasne

@ Numeryczne metody wyznaczania wartosci i wektoréw
wtasnych macierzy
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Podstawowe pojecia

Norma wektora

llllm I Wektor

Ogdlnie: p-ta norma Holdera:

IXllp = /Xy [zilP, 1< p<oo.

Najczesciej stosowane normy wektora :

o |[x[|1 =21y |l norma-1,

o |X|]2 = />0y 2? norma euklidesowa,

0 ||X|[cc = maxj=1..n|zil

norma-oo, norma-maksimum.
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Podstawowe pojecia

Norma macierzy indukowana przez norme p wektora

il

Macierz A € R™", wektor x € R”, ||x||, < 1.
AGH

Norma macierzy (ogdlnie):

A
HAszmax{” X””}.
T Iile

[AXIE< [JAT]- I
[IABI| < [[A[l - [[BI]

Wtasnosci:
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Podstawowe pojecia

Normy czesto stosowane

GH Dla p =1 - ,dtugos$¢ najwigkszej kolumny”:

m
Al = max > ajjl.
J:l,...m’,:l

Dla p = 0o — ,,dtugo$¢ najwiekszego wiersza":

n
[Alloo = max > lay,l.
S
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Podstawowe pojecia

Norma macierzy indukowana przez norme euklidesowa
wektora

Norma spektralna macierzy:

[All2 = /max{o(ATA)}

o ATA jest macierza symetryczna, dodatnio pétokreslona.
Jej wartosci wtasne sg rzeczywiste, nieujemne.

@ o — widmo macierzy (zbiér wartosci wtasnych).
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Nieosobliwe uktady réwnan

lllmlJJ Problem numeryczny:

Rozwigza¢ uktad réwnan liniowych,
AGH

Ax

b, A€R™ b, xeR" det(A)#0.

Uwagi:

@ O uktadach osobliwych — na wyktadzie o aproksymacji.
@ Stosowanie wzoréw Cramera mozliwe tylko dla matych

n. Dla np. n = 14 konieczne jest wykonanie ~ 1.7 - 1013
mnozen i tyle samo dodawan.
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Nieosobliwe uktady réwnan Uwarunkowanie uktadu réwnan

Wskaznik uwarunkowania

Jezeli wektor prawej strony réwnania jest zaburzony

b* = b + db, to rozwiazanie tez bedzie zaburzone
x* = x4+ 0x.

Wskaznik uwarunkowania macierzy A okresla wrazliwos¢
rozwigzania uktadu réwnan liniowych o danej macierzy A na

zaburzenie prawej strony réwnania.
Z definicji:

[[0x] |15
A): —— <K A)——-.
cond(A) x| cond(A) Bl

www.agh.edu.pl
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Nieosobliwe uktady réwnan Uwarunkowanie uktadu réwnan

Wskaznik uwarunkowania c.d.

GH cond(A) = [|A[] - [JA7H]].

Dla normy euklidesowe;j:

max{c(ATA)}

cond(A) = m

Uwaga:
Jaka jest najmniejsza warto$¢ wskaznika uwarunkowania
macierzy? Jaki wniosek dotyczacy przenoszenia btedu?
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Nieosobliwe uktady réwnan Uwarunkowanie uktadu réwnan

Oszacowanie btedu rozwigzania

Poprawa uwarunkowania przez skalowanie

przeprowadzi¢ skalowanie macierzy.

o Skalowanie (wierszami) to przejscie od oryginalnego
uktadu Ax = b do réwnowaznego mu Ax = b, gdzie
A =DA, b=Db za pomoca macierzy diagonalnej
D= diag(d,-), d; > 0.

@ Sposrod wszystkich macierzy powstajacych z A przez
skalowanie wierszami, macierz wywazona wierszami
ma najmniejszy wskaznik uwarunkowania w normie
[ loo-

o Wektor wywazony to wektor o takich samych
modutach elementéw.

mm]JJ o Dla dobrego! oszacowania btedu rozwiazania, nalezy
A

o Macierz wywazona wierszami — gdy sumy modutéw

elementéw we wszystkich wierszach s3 sobie réwne.

ltzn. pozbawionego duzego nadmiaru <o «@» «=» <=
Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy bezposrednie

Przeglad algorytméw bezposrednich (,doktadnych™)

lum]JJ o Uktady réwnan z macierza tréjkatna lub ortogonalna.
A

@ Podstawowy algorytm Gaussa — z etapami eliminacji i
podstawiania wstecz.

@ Algorytm operacji na macierzach prowadzacy do
rozktadu PA = LU (iloczyn macierzy tréjkatnych) lub
PA = QR (iloczyn macierzy ortogonalnej i tréjkatnej).

o Modyfikacje algorytmu Gaussa

o 3 strategie wyboru elementu gtéwnego,

o algorytmy dla macierzy symetrycznych, np. rozktad
Choleskiego A= LLT,

o algorytmy dla macierzy pasmowych (tasmowych),
rozrzedzonych.
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy bezposrednie

Ogdlny algorytm rozwiazywania problemu liniowego

Kompletny algorytm rozwigzania problemu liniowego:

@ sprawdzenie wskaznika uwarunkowania,

@ rozwigzanie za pomoca algorytmu dobranego do typu
macierzy A,
© iteracyjne poprawianie rozwigzania:
o rlk) = Ax(k) —p,

o oblicz A(%) z réwnania AR(K) = (k)
o x(k+1) — s (k) _ plk).
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy iteracyjne

Algorytmy bezposrednie a iteracyjne

AGH Na wyboér miedzy algorytmami bezposrednimi a iteracyjnymi
ma wptyw m.in.:

o Czy ma znaczenie czas obliczen (czas obliczen
metodami bezposrednimi tatwo mozna oszacowaé, ale
te metody nie daja zadnego przyblizenia rozwigzania
przed koficem obliczen).

@ Rozmiar problemu n,
@ Spetnienie warunkéw zbiezno$ci metod iteracyjnych,
@ Rodzaj macierzy: rzadka czy gesta.
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy iteracyjne

Zapis algorytmu iteracyjnego

Roéwnanie Ax = b

AGH
aixi+ awxe+ - +ax, = b
ax1+  axxo+ -+ amxp =b
anxi+  apXxo+ oo+ apmxn = by
jest rozwiazywane metoda punktu statego (iteracji proste;j).
Zatozenie a;; #0, i=1,...,n.
Funkcja iteracji:
| X = Tk 4 ¢, (1)
g
2
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy iteracyjne

Warunek zbieznosci

mm]JJ Jezeli od (1) odejmiemy stronami réwnanie zapisane dla
punktu statego x = TXx + ¢, to
XD g = T(x(K — %),
zatem
x5 = Th(xO) — ).
Dwa wazne wnioski:

@ Dla zbieznosci wystarczy, aby (dowolna) norma z
macierzy ||T||, < 1.

@ Zbieznos¢ nie zalezy od wyboru punktu startowego.
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy iteracyjne

Podstawowe metody iteracyjne

AGH Ogdlny algorytm:
Macierz wspotczynnikéw przedstawiamy w postaci sumy
macierzy tréjkatnej dolnej, diagonalnej i tréjkatnej gbrne;j:

A=L+D+U.

Uwaga:
Podziat macierzy na 3 sktadniki nie wymaga zadnych

obliczen — w przeciwienstwie do rozktadu macierzy do
postaci iloczynowej, np. LU, QR.
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy iteracyjne

Metoda Jacobiego

}lllm]JJ Konstrukcja funkji iteracj:

Dx® 1) = —(L + U)x®) + b)

x(+) = _p=(L+ Ux® + Db
Uktad réwnan:

x1(k+1) = (—alzxék) — 813X§k) - alan(wk) + b1)/an

R Y e S Y

kD (—as) — asoxd) — - — 23060 + b3) /233

? X,(,kH) = (—331X£k) - 332X§k) - 33’”_1X’('li)1 +bn)/a,
g
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy iteracyjne

Metoda Gaussa-Seidla

AGH Jezeli elementy wektora x(k*1) w uktadzie réwnan dla
metody Jacobiego s3 obliczane sekwencyjnie (od 1 do n), to
k 4+ 1 wartosci x,.(kH) mozna oblicza¢ z x\**) dla j < i oraz

J
z xj(k) dlaj > i.
Konstrukcja funkgcji iteracji:

(L + D)xtH) = —_ux(d 4 )

xk+) — _(L+ D)7 *Ux™® + (L+D)"'b
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Nieosobliwe uktady réwnan

Algorytmy iteracyjne

Metoda Gaussa-Seidla, c.d.

Uwagi:
@ Pojawia sie macierz odwrotna (L + D)~ 1.

@ Macierz odwrotna do macierzy tréjkatnej jest macierza
tréjkatna. Dla obliczenia takiej macierzy stosuje sie
»specjalne”, oszczedne algorytmy.

e Macierz iteracji Tg = —(L + D)71U jest taka sama
w kazdej iteracji — wystaczy obliczy¢ ja tylko raz.
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Nieosobliwe uktady réwnan

Algorytmy iteracyjne

Metoda Gaussa-Seidla, c.d.

Twierdzenia o zbieznosci:

@ (Tw. Stein-Rosenberg):
Jezeli metoda Jacobiego jest zbiezna, to metoda G-S
jest tez zbiezna — i to szybciej zbiezna.

@ Jezeli macierz A jest Scisle przekatniowo dominujaca
(tzn. |ai| > 327 i lagl dlai=1,2,...,n),
to dla dowolnego x(9) ciagi metody Jacobiego i G-S sa
zbiezne do rozwigzania uktadu réwnan z macierza A.
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy iteracyjne

Metody relaksacyjne

mm]JJ Przyblizenie rozwiazania x(**1) jest suma wazong ze
AGH wspotczynnikiem w przyblizenia otrzymanego metoda G-S
i przyblizenia x(¥)

(wL + D)x*k+1) = [(1 — w)D — wU]x™) + wh),

xF) = (WL + D) (1 — w)D — wU]x®) + w(wL + D) tb.
Dla

o 0 <w < 1 - metody podrelaksacyjne,
@ w =1 - metoda G-S,

@ w > 1 — metody nadrelaksacyjne.
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy iteracyjne

Metoda SOR — Successive Over-Relaxation

Zalezno$¢ promienia spektralnego od w

@mm e 0.7500 0.6250

GH A=1 08750 1.0000

Przyklad zaleznosci promienia spektralnego macierzy T od ®

www.agh.edu.pl
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Nieosobliwe uktady réwnan Algorytmy iteracyjne

Metoda SOR — Successive Over-Relaxation c.d

Zbieznosé

AGH @ Problem optymalnej wartosci parametru w.
@ Twierdzenia o zbieznosci:
o (Kahan):
Jezeli a;; £0dlai=1,2,...,n,
to p(T,) <1 0<w< 2, gdzie
p(Ty) = (wl+ D)7 [(1 —w)D — wU].
o Jezeli A jest dodatnio okreslona i tréjdiagonalna,
to p(Te) = [p(T))]* < 1,
a optymalna warto$¢ parametru w dla metody SOR
WYynosi

2

1+ V1= (TR
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Zagadnienie wtasne

Wartosci i wektory wtasne macierzy

GH @ Definicja wartosci wtasnej i wektora wtasnego
postuguje sie réwnoscia:

Av = Av.
o Stad réwnanie:
det(A — \/) =0.
o Kiedy réwnanie to mozna wykorzysta¢ w obliczeniach

numerycznych?
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Zagadnienie wtasne

Szkic algorytmu metody potegowe;j

m Zatozenia:
lu IJJ @ A ma pojedyncza dominujaca wartos¢ wtasna.

o Uktad n wektoréw wtasnych jest liniowo niezalezny.
Algorytm

@ x — unormowany wektor poczatkowy,

Q y = Ax,

Q yp = [Iyll,

0 x=v,

@ Sprawdz kryterium stopu (stop albo powrét do (2).
Wartosci koncowe:

- wektor wiasny x,
- wartos¢ wiasna y,.
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Zagadnienie wtasne

Odwrotna metoda potegowa

@ Stosowana dla znalezienia warto$ci wiasnej najblizszej
mm]JJ zadanej wartosci g.
AGH @ Zatozenie: A ma n liniowo niezaleznych wektoréw

wiasnych vy.

o Wartoéci wtasne macierzy (A — ql)~1:

1 1 1
)\1—q,)\2—q’ )\n_q

z wektorami wtasnymi vy.

@ Metoda potegowa zastosowana do macierzy (A — q/)~1
jest zbiezna do

1 1
~ = MmaxX ——.
Ak—4q i=1,...,n |)\,' - q|
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Zagadnienie wtasne

Oszacowanie warto$ci wtasnych

GH Twierdzenie Gerszgorina o pofozeniu wartosci wtasnych
macierzy na ptaszczyznie zespolonej:

Tw.:

Kazda warto$¢ wtasna A € C macierzy A € C™" lezy

przynajmniej w jednym z két

n
Ki={AeC:|N—aj|<r= Z |ajj}-
=

Pomocne szczegdlnie wtedy, gdy kota Kj sa roztaczne.
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Zagadnienie wtasne

Algorytm z rozktadem QR

Szkic algorytmu:
© rozktad macierzy A na iloczyn QR,
Q0 A=R-Q;

© Sprawdz kryterium stopu — jezeli nie, to wré¢ do 1 (z
obliczona macierza A).

Szukane wartosci wtasne sg na przekatnej macierzy A.
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Zagadnienie wtasne

Osobliwe uktady réwnan

@ Réwnania z prostokatng macierza wspdtczynnikéw.
@ Wartosci osobliwe (szczegdlne).

@ Rozktad SVD.

— beda oméwione przy temacie Aproksymacja.
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