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@ Macierze prostokatne w algebrze liniowej
@ Rozwigzywanie uktadéw réwnan z macierza
prostokatna

@ Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

www.agh.edu.pl
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Splot dotychczasowych watkéw

Krétkie podsumowanie

il

AGH
@ Algebra liniowa — macierze nieosobliwe
@ rozwigzywanie nieosobliwych uktadéw réwnan,
@ wartosci i wektory wtasne.
@ Interpolacja.
Krétko o kazdym punkcie:
g
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Krétkie podsumowanie

O macierzach kwadratowych, nieosobliwych

il

AGH

e AcR™,  rank(A) =n,

@ Pomijamy macierze o elementach zespolonych,

o Dla kazdej macierzy A € R™" istnieje macierz
ortogonalna U € R™" taka, ze UT AU = R, gdzie
R € R™" jest macierza tréjkatna (z kwadratowymi
blokami 1x1 lub 2x2 na przekatnej gtéwnej).

@ Macierz A jest operatorem przeksztatcenia
przestrzeni R" w R".

www.agh.edu.pl
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Krétkie podsumowanie

O macierzach kwadratowych, nieosobliwych c.d.
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Krétkie podsumowanie

O macierzach kwadratowych, nieosobliwych c.d.
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Krétkie podsumowanie

O rozwigzywaniu nieosobliwych uktadéw réwnan

il

AGH

@ Istnieje doktadnie jedno rozwiazanie.

@ Algorytmy metod bezposrednich zawieraja etapy

O (bardziej kosztowny obliczeniowo) rozktadu macierzy A
iloczyn macierzy tréjkatnych (LU) albo ortogonalnej
i tréjkatnej (QR),

@ (mato kosztowny) rozwigzania uktadu réwnan

z macierza tréjkatna (np. metoda wstecznego
postawiania).

@ Algorytmy iteracyjne pozostawiamy bez kontynuacji.

www.agh.edu.pl
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Krétkie podsumowanie

O wartosciach i wektorach wtasnych

mmm o Av = \v - interpretacja.

AGH

o Wartosci wtasne macierzy A € R™" s3 rzeczywiste lub
zespolone. Sg wartosciami na przekatnej macierzy R
rozktadu A = URUT (w przypadku bloku 2x2 s3
pierwiastkami réwnania charakterystycznego tego
bloku).

o Wektory wiasne nie zawsze istniejg i nie zawsze s
jednoznaczne.

@ Rzeczywista i symetryczna macierz A ma tylko
rzeczywiste wartosci wtasne.

A= UNUT, N =diag(A1, N2, ..., \n).

@ Wazne np. dla wskaznika uwarunkowania macierzy.

www.agh.edu.pl
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Krétkie podsumowanie

O wartosciach i wektorach wtasnych c.d.
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Krétkie podsumowanie

O interpolacji

il

AGH

Funkcja (liniowo zalezna od jej wspdtczynnikéw)
interpolujaca zadane wezty jest jednoznacznie okres$lona
przez nieosobliwy ukfad réwnan liniowych.

www.agh.edu.pl

«4O> 4 F>r «F>» « >
Metody numeryczne 11/26

i
S
0
i)

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:



Macierze prostokatne w algebrze liniowej

Rzeczywista macierz prostokatna

AecR™"

jest operatorem przeksztatcenia przestrzeni R”
w przestrzen R™

y=Ax, xeR", yeR™

www.agh.edu.pl
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozwiagzywanie uktadéw réwnan z macierza prostokatna

Uktady réwnan

il

AGH Rozwigzania ukfadéw réwnan
w sensie najmniejszych kwadratéw
@ m < n - podokreslony ukfad réwnan.
Rozwigzanie: o najmniejszej normie || ||2.
@ m > n - nadokreslony uktad réwnan.
Rozwigzanie: minimalizujace norme || ||2 residuum.

W zadaniach aproksymacji zachodzi przypadek uktadéw
nadokreslonych.

Algorytm rozwigzywania — w dalszej czesci wyktadu
~Aproksymacja”.

www.agh.edu.pl
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozwiagzywanie uktadéw réwnan z macierza prostokatna

Réwnania nadokreslone c.d.

Interpolacja a aproksymacja

il

Dla interpolacji / aproksymacji funkcjami liniowo zaleznymi
AGH

od ich wspétczynnikéw —
o Uktad réwnan: nieosobliwy / nadokreslony.
o Dlai#j:
Interpolacja: x; # x;j, Aproksymacja: dopuszczalne
Xj = Xj.

Inne niz liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw
mozliwosci interpolacji / aproksymaciji:

@ wybor funkcji nieliniowej wzgledem jej wspdtczynnikdw,
@ wybdr innej normy.

Ponizej: Krétko o innych normach.

www.agh.edu.pl
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wartosci szczegdlne

lumlJJ Inne okreslenia: dekompozycja wg wartosci osobliwych,
singularnych (ang. singular value decomposition — SVD.
A

Twierdzenie. Kazda macierz A € R™" mozna przedstawi¢ w
postaci iloczynu

A=UzVT, (1)
gdzie
e UcR™™ iV cR™ s3 macierzami — ortogonalnymi?,

@ Kolumny U - lewe wektory szczegblne, kolumny V -
prawe wektory szczegdlne.

e ¥ =diag(o1,02,...,0,,0,...,0), r = rank(A).
@ 0; — i-ta warto$¢ szczegdlna macierzy A.

www.agh.edu.pl
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wartosci szczegdlne c.d.

GH Jezeli rozktad (1) zastosujemy dla macierzy symetryczne;j
AT A, to otrzymamy

ATA=vsTyTuzvT =vyTysv’T = vx2vT,

2 = diag(0?,...,02,0,...,0), zwyczajowo —
uporzadkowane w porzadku malejagcym.

Analogicznie
T=ux?uT.

Zatem a,-2 jest wartoscia wtasng macierzy ATA i AAT.

www.agh.edu.pl
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wektory szczegolne a wektory wtasne

lum]JJ @ Macierz prostokatna nie ma wektoréw wiasnych

AGH (Ax ma inny rozmiar niz x).

o Odpowiednikiem wektoréw wtasnych macierzy
kwadratowych s3 dla macierzy prostokatnych wektory
szczegdlne (singularne).

o Para wektoréw (v;, u;) jest para wektoréw szczegdlnych
(vi — prawym, w przestrzeni R", a u; — lewym, w
przestrzeni R™) jezeli

Q Av, =oju; oraz
@ istnieje wektor v; ortogonalny do v; taki, ze wektor
U = UijAvj jest ortogonalny do u;.

Liczby o; i 0; s3 wartosciami szczegdlnymi.

www.agh.edu.pl
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wektory szczegolne a wektory wtasne

Powyzszy warunek dla wszystkich wektoréw szczegdlnych

mm]JJ mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;

AGH AV = UT (2)

réwnowaznej (po prawostronnym pomnozeniu (1) przez V)
réwnosci (1).

Inaczej méwiac:
Zapiszmy (2) w postaci r réwnan (r jest rzedem macierzy A)

AV1 =0o1U1

Av, = o, u,.

Jezeli wektory v; i v; s3 prawymi wektorami szczegélnymi

w przestrzeni ,wejsciowej” , to ich obrazy, odpowiednio

ojuj i ojuj w przestrzeni ,wyjsciowej’ sa ortogonalne (i s3
lewymi wektorami szczegdlnymi). (O 4Fr <> (Er E DA
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej

Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wektory szczegolne a wektory wtasne

Interpretacja graficzna

m Wektory szczegdlne: i lewe
| 11 3; 4 2]/4
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wartosci i wektory szczegdlne

Interpretacja macierzy U, %, V

il

AGH . . ,
Przeksztatcenie przestrzeni R" operatorem A w przestrzen
R™ jest ztozeniem

@ obrotu V w R",
@ skalowania X,
@ obrotu U w R™.

Mozna poréwna¢ liczbe ,stopni swobody” macierzy A
z liczbg parametréw ww. przeksztatcen,
np. dla n=2 lub 3.

www.agh.edu.pl
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wartosci i wektory szczegdlne

Interpretacja macierzy U, %, V

mm]JJ A =13;42]/4. Figura w przestrzeni wejsciowej R".
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wartosci i wektory szczegdlne

Interpretacja macierzy U, %, V

mm]JJ A = [1 3;4 2]/4. Figura po obrocie macierza V''.
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej

Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wartosci i wektory szczegdlne
Interpretacja macierzy U, %, V

mmm A= [13;42]/4. Figura po skalowaniu

o1 = 1.2792 | 0 = 0.4886.
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wartosci i wektory szczegdlne

Interpretacja macierzy U, %, V

mm]JJ A =13;42]/4. Figura po obrocie macierza U

w przestrzeni wyjSciowej R™.
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Wartosci szczegdlne c.d.

Normy macierzy

il

AGH Normy macierzy wyrazone za pomoca wartosci
szczegblnych:
o [[All2 = max o(A),
o nuklearna [|A|ly = Xm0 ™ 5.(A),
@ Frobeniusa
m n
IAlE =\ [>_ lagl* =
i i=1j=1
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Macierze prostokatne w algebrze liniowej Rozktad macierzy wg wartosci szczegdlnych

Principal Component Analysis - PCA

lum]JJ o ,Kompresja" danych — zamiast olbrzymich macierzy -
AGH kilka wspétczynnikéw istotnych dla opisu
badanej/szukanej zaleznosci.

@ Pominiecie wptywdw nieistotnych, szuméw, bteddéw
numerycznych, pomiarowych, przypadkowych.
@ Zastosowanie w sieciach neuronowych, gtebokim

uczeniu maszynowym.

o Trzeba pamietaé, ze przeksztatcenie x — y: y = Ax
jest przeksztatceniem liniowym, a nie afinicznym
(przeksztatcenie zera w zero).

@ Poréwnanie z zadaniem najmniejszych kwadratéw.

www.agh.edu.pl
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