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Kwadratury — numeryczne

obliczanie catki oznaczonej
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Wprowadzenie

GH Kwadratury, czyli numeryczne catkowanie, s3 stosowane do
obliczania przyblizonych wartosci catek oznaczonych

z funkgji, zazwyczaj danych przepisem matematycznym.
Obok zastosowan tych metod do samego obliczania catki,
kwadratury sg podstawa konstrukgcji algorytmoéw
rozwigzywania zagadnien — mozna powiedzie¢ nadrzednych
— np. numeryczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych.

Wyktad ten jest wprowadzeniem do tego zagadnienia i nie
obejmuje np. kwadratur Czebyszewa, Eulera-Maclaurina,
catek niewtasciwych, podwdjnych itd.
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Dane o funkcji podcatkowej - dwie mozliwosci

GH Rozréznijmy dwie okolicznosci stosowania numerycznych
metod catkowania funkgji.

@ Wartosci funkcji podcatkowej moga by¢ wyznaczone dla
dowolnego argumentu, np. gdy funkcja podcatkowa jest
zadana skonficzonym przepisem (wzorem),

@ Wartos¢ funkgji jest znana tylko dla skonczonej liczby
wartosci argumentu (liczbie punktéw), np. gdy
pochodza z pomiaru w dyskretnych punktach.

Koncentrujemy sie na pierwszym przypadku.
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Terminologia, oznaczenia

Klasa wielomianéw P, — wszystkie wielomiany stopnia
k < n.

Kwadratura — metoda numeryczna polegajaca na
przyblizeniu catki za pomoca odpowiedniej sumy wazonej
wartosci catkowanej funkcji obliczonych w kilku punktach.
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Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

Terminologia, oznaczenia, c.d.

Wartos¢ doktadna catki bedziemy zapisywac funkcjonatem
b
1f] = / F(x)dx,
a
a jej przyblizenie numeryczne
Q[f] = —a}jmfn (1)

Btad przyblizenia jest réznica

E[f] =11f]- QI[f]. (2)

«O>» «F>r «F>» «=>» = HaAr
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Terminologia, oznaczenia, c.d.

lum]JJ Rzedem metody catkowania jest liczba p taka, ze
A

QW] =I[W,], dla W,ep,
i
Wpi1: Q[Wpia] # 1 [Wpia].

Inaczej méwiac, rzad jest rowny p, jezeli metoda jest
doktadna dla klasy wielomianéw P, i istnieje wielomian
stopnia p+ 1, dla ktérego btad metody jest rézny od zera.

W literaturze mozna spotkac inng definicje rzedu - réznigca
sieo 1.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi

Zatézmy, ze wartosci funkcji f mozna wyznaczy¢ dla

mm]JJ argumentéw x takich, ze xx11 — xx = h,
k=mm+1,....M—-1.

Sformutujmy zadanie w sposéb ogdlny:

Wyznaczy¢ przyblizong warto$¢ catki z funkcji f na

przedziale [xp, Xq] na podstawie wartosci funkcji w punktach

Xmy Xm+1y -y XM-

Zwroémy uwage na brak zaleznosci miedzy wartosciami

parametréw g, m, M, (poza warunkami g > 0, m < M).

Taka ogdlng kwadrature mozna zapisa¢ wzorem

Xq M
/X F(x)dx ~ h' S Bif(x)-

0

k=m
W?z6r ten umozliwia przejrzysta klasyfikacje — okreslang jako
Q.q.M.m — kwadratur opartych na weztach

réwnooddalonych. (O AT (s <
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Przyktady najprostszych kwadratur

lm QgMm  Kwadratura Bk p E[f]

AGH
Q.1.0.0 prostok.(w przéd) 1 0 +3h%f'(&
Q.1.1.1 prostok.(wstecz) 1 0 —3h*f'(&
Q.2.1.1 prostok.p.srodk. 1 1 +1 h3f”(§
Q.1.1.0 trapezéw (NC1) 1,1 ;X hif”({
Q.2.2.0 Simpsona (NC2) %, %,% 3 —%3575(4)(
Q.1.2.0 reguta 3/8 1331 3 -2
Q.4.4.0 Boole'a (NC4) & %, %,%, & 5 —igf 6

Q6.60 NC6 e e, a2 T~ RFO(G

3 Q.8.80 NC8 >0 9 h11F(10),

: h=xq—x0, & € [x0,%g], i=1,...,9.

Wazna podgrupa: Q.q.q.0 — zamknigte, kwadratury N:Cz sac
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metody Newtona — Cotesa

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metody Newtona — Cotesa

m Kwadratura Newtona-Cotesa jest to kwadratura w postaci
lll IJJ Q(f) = I(Ly), gdzie L, jest wielomianem interpolacyjnym w
postaci Lagrange'a opartym na n+ 1 réwnoodlegtych
weztach xp, x1, ..., X,. Jezeli xg = ai x, = b, to mébwimy o
zamknietych kwadraturach Newtona-Cotesa

b;a, k=0,1,....n. (3)

AGH

xk:a+k

n

L) =S Fo) k(x), k()= ] L. (4)
k=0

i=0,ik Sk T Xi

Wspbtczynniki 5x we wzorze (1) sa catkami z wielomianéw
Lagrange'a

www.agh.edu.pl
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metody Newtona — Cotesa

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metody Newtona — Cotesa, c.d.

il

AGH

Wybér kwadratury wysokiego rzedu, z wspdtczynnikami
réznych znakéw, stwarza niebezpieczefnstwo wzmocnienia
Szumu numerycznego.

Gdy n wzrasta, to rzad wielkosci kwadratury sie nie zmienia,
ale jej wartos$¢ jest obliczana jako wazona Srednia

o rosnacych (co do bezwzglednej wartosci)
wspotczynnikach wagowych, a to wigze sie z odejmowaniem
duzych (w stosunku do wyniku) liczb.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Oszacowanie btedu

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.

Oszacowanie btedu

il

AGH

Catkujac btad interpolacji Lagrange’'a otrzymujemy
oszacowanie kazdej kwadratury utworzonej na bazie tej
interpolacji

b

(n+1)
feC™l=3¢eab]: E[f]= /f(n++1()£!)(x —x0)(x —x1).

(5)

W przypadku weztéw réwnoodlegtych catke z wielomianu
mozna oszacowaé doktadnie;j.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Oszacowanie btedu

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.

Oszacowanie btedu

il

Twierdzenie o btedzie zamknietej kwadratury NC:
AGH Istnieje & € [a, b] takie, ze btad (2)

hnt3F(n+2) n
Eilf] = )

gdy n jest parzyste i f € C™2 i
h"+2f(n+1)(f)

n

En[f] =

gdy n jest nieparzystei f € C"t1.

www.agh.edu.pl
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Oszacowanie btedu

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Nadmiar rzedu

il

AGH

Poréwnanie rzedéw pochodnych funkcji f w obu
wyrazeniachprowadzi do wniosku, ze rzad kwadratur wzrasta
0 2 gdy n wzrasta o 1 z warto$ci nieparzystej do parzyste;.

Ten faktdecyduje o popularnosci kwadratur NC opartych na
nieparzystej liczbie weztéw, np. Simpsona, NC8.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Kwadratury ztozone

Kwadratury ztozone

@ Mozliwosci redukcji btedu kwadratur poprzez
zwiekszanie rzedu metody s3 ograniczone.

@ Inny sposéb zmniejszania btedu — skracanie odlegtosci
h miedzy weztami poprzez podziat przedziatu
catkowania [a, b] na m podprzedziatéw wyznaczonych
punktamia=x <x3 <x < ...<Xpn=0>b
Kwadratura zfozona jest przyblizeniem catki na przedziale

[a, b] w postaci sumy kwadratur obliczonych w kazdym
podprzedziale [x;—1,x], i=1,...,m.

www.agh.edu.pl
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Kwadratury ztozone

Kwadratury ztozone c.d.

Przyktad: Ztozona kwadratura trapezowa

il

AGH L . : .
Dla zmniejszenia kosztu obliczeniowego, przedziat [a, b] jest
dzielony na m odcinkéw réwnej dtugosci h = (b — a)/m.
Wtedy te kwadrature mozna zapisa¢ wzorem

m—1

h b—a .
Qlff =5 |f(@) +f(b)+23 flx)|, h=""=, x =atjh
j=1
(8)
Koszt obliczeniowy zostat zredukowany o m — 1 obliczen
wartosci funkgji, i m — 1 mnozen.

www.agh.edu.pl
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Kwadratury ztozone

Poréwnanie btedu ztozonych kwadratur NC

Jako przyktad funkgji podcatkowej postuzy funkcja (rys. 1) z
parametrami a = 0.001, b = 0.004.

1 1 1
— 6 dx.
/0 ((x 032 +a  (x—0972+b 6) - )
Wiedzac, ze

1—Xxg

/ldx—l(arct + arct XO)
0 (x—x)ta va\'l ta 5Va)

warto$¢ doktadna catki mozna obliczy¢ analitycznie.

www.agh.edu.pl
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Kwadratury ztozone

Poréwnanie btedu ztozonych kwadratur NC
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Kwadratury ztozone

Poréwnanie btedu ztozonych kwadratur NC

Na catym przedziale catkowania rozmieszczono 27 + 1
réwnoodlegtych weztéw.

W kolejnych prébach n wzrasta o 1, a wiec miedzy kazde
dwa sasiednie wezty dodawany jest nowy wezet —
zageszczenie weztéw zwieksza sie dwukrotnie.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Kwadratury ztozone

Poréwnanie btedu ztozonych kwadratur NC
wykres bezwzglednych wartosci (ze wzgledu na skale logarytmiczng) btedu wzglednego
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Kwadratury ztozone

Poréwnanie btedu ztozonych kwadratur NC

Wykresy wskazuja na dwa zjawiska:

lumlJJ o Jezeli odlegtos¢ h miedzy sasiednimi weztami jest
stosunkowo duza, to wszystkie badane kwadratury sa
obcigzone podobnym btedem. Oznacza to, ze
eliminowanie poczatkowych wyrazéw szeregu Taylora
nie pomniejsza znaczaco btedu, bo nie jest on skupiony
w elemencie z najnizsza potega h.

@ Poczawszy od liczby krokéw rzedu 219 ~ 1000, czyli dla
dtugosci kroku h < 0.001 btad kwadratur wyzszych
rzedéw (Boole'a i NC8) jest zdominowany szumem
numerycznym, a skracanie kroku jest bezcelowe.
Kwadratura trapezowa osiaga te granice w h~ 10~'.

o Kwadratury wyzszych rzedéw zmniejszajg btad w
stosunkowo waskim przedziale dtugosci kroku h — i
zmniejszanie to jest tu ,radykalne” (skrdcenie kroku
10x powoduje redukcje btedu o 10, rzeddw, wielkesci) =

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 22 /58
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Ekstrapolacja Richardsona

Ekstrapolacja Richardsona

Ekstrapolacja Richardsona jest powszechnie przytaczang w
lll ]JJ literaturze metody przyspieszania zbieznosci ciggu
AGH przyblizen, np. w https:

//en.wikipedia.org/wiki/Richardson_extrapolation
Przyjmijmy oznaczenia:

A* - warto$¢ doktadna pewnego wyrazenia, (nieznana),
A(h) - warto$¢ przyblizenia tego wyrazenia, zalezna od
parametru h.

Zaktadamy, ze warto$¢ doktadng A* mozna wyrazié¢
szeregiem potegowym

A* = A(h) + agh®® + a1 h** 4+ ah* ... (10)

gdzie wspdtczynniki a; nie zalezg od parametru h i state k;
tworza ciag rosnacy.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Ekstrapolacja Richardsona

Ekstrapolacja Richardsona c.d.

Ekstrapolacja ma na celu przeksztatcenie szeregu (10) w
mm]JJ szereg analogiczny, ale nie zawierajacy wyrazu z h*o.

Btad przyblizenia zapisujemy wydzielajac gtéwna czesé
btedu — wyraz z ap:

A* = A(h) + aph® + O(h"). (11)

Stosujac krok 2 razy mniejszy od h otrzymujemy drugie
przyblizenie wartosci A*:

A*:A<g>+ag<g>ko+0(hkl). (12)

Z ukfadu réwnan (11) i (12) rugujemy sktadnik
z wspotczynnikiem ag i otrzymujemy nowy szereg —
zawierajacy tylko wyzsze niz ko potegi h

- 200A(5) — A(h)

www.agh.edu.pl
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Ekstrapolacja Richardsona

Ekstrapolacja Richardsona c.d.

W wersji repeated extrapolation,

przedstawiony powyzej schemat jest powtarzany,
co prowadzi do usuniecia wyrazu z h*,

a w nastepnych powtérzeniach — kolejnych wyrazéw szeregu.

Pozwala to na — teoretycznie nieograniczone —
podnoszenie rzedu zbieznosci szeregu
przyblizajacego wartos¢ doktadng A*.

www.agh.edu.pl
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

il

AGH

Jest to metoda wyznaczania wstepnego przyblizenia catki
ztozonymi kwadraturami trapezowymi, a nastepnie, po
zastosowaniu ekstrapolacji Richardsona, kolejnymi
przyblizeniami o coraz wyzszym rzedzie doktadnosci.

Jeden z kilku mozliwych schematéw przewiduje przyjecie a
priori rzedu docelowego przyblizenia.

Przyjmijmy ogélnie, ze bedzie to nieparzysta liczba 2n + 1,
cho¢ najczesciej jest ona réwna 7.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

lum]JJ o Przedziat catkowania [a, b] o dtugosci h jest dzielony na
AGH m = 2" podprzedziatéw
[x0 = a,x1], [x1, %], - - -, [Xm—1, Xm = b].
@ W punktach x;, i =0,1,..., m obliczane s3 wartosci

funkcji f(x;).

o W pierwszym etapie obliczane s3 kwadratury
trapezowe, kazda na przedziale [a, b].

@ Pierwsza jest obliczona w wersji podstawowej na
przedziale o dtugosci hy = h, a kolejne w wersji
ztozonej, z podziatem na podprzedziaty o dtugosciach
hi=h/2,hp = h/4,... h, = h/2".

o Kwadratury te oznaczmy symbolami odpowiednio
To(h), To(h/2),..., To(h/2").

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

il

AGH

@ Dla ograniczenia kosztu obliczeniowego stosuje sie
algorytm, ktéry korzysta z faktu, ze okoto potowa
sktadnikéw sumy (8) tworzacej kwadrature To(h/2")

zostata obliczona w trakcie wyznaczania wartosci
To(h/2'71).

www.agh.edu.pl
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

il

AGH

Warto$¢ doktadng catki mozemy wiec aproksymowad
przyblizeniami Ty(-) tego samego (pierwszego) rzedu, ale z
parametrem h/2'.

Pierwszy warunek zastosowania kilkukrotnej ekstrapolacji
Richardsona dla podwyzszenia rzedu przyblizen jest zatem
spetniony — wyrazeniem A w szeregu (10) jest kwadratura
To.

Warunkiem, aby kazdy etap ekstrapolacji Richardsona
podwyzszat rzad dokfadnosci przyblizenia co najmniej o 1,
jest istnienie szeregu, w ktérym kolejne wyrazy sa funkcjami
potegowymi zmiennej h; (czyli wspbtczynniki ag, a1, ... nie
zaleza od h;).
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

il

AGH

Znalezienie rozwiniecia w szereg btedu kwadratury
trapezowej nie jest trudne. Po rozwinieciu funkcji
podcatkowej w otoczeniu punktu centralnego podprzedziatu
catkowania x. = (x, + xp)/2 i wykorzystania go trzykrotnie,
raz catkujac go wyraz po wyrazie dla reprezentacji catki oraz
drugi i trzeci raz — dla reprezentacji kwadratury trapezowej
— wyrazajac nim wartosci funkcji f(x5) i f(xp), otrzymujemy

X 3 5 7
/bf(x)dX—h)W_f()%)—hf(z)(Xc)— h F4)(xc) h A

. 2 12 480

53760

Czy ten szereg spetnia warunki stawiane w ekstrapolacji
Richardsona?
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

il

AGH

Idee sposobu uzyskania szeregu odpowiedniego dla
ekstrapolacji Richardsona mozna sprowadzié¢ do zastgpienia
ciagu wyrazéw z pochodnymi w punktach centralnych
podprzedziatéw dwoma ciggami wyrazéw pochodnych
obliczanych na koncach podprzedziatu, w ktérym obliczana
jest catka. Przy sumowaniu catek licznych na
podprzedziatach wyrazy tych ciggéw powinny sie
zredukowaé z wyjatkiem pochodnych obliczanych w
punktach a i b. Realizacja tej idei wymaga zastosowania
wzoru Eulera-Maclaurina z wielomianami Bernoulliego.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

lm Ostatecznie otrzymujemy szereg

AGH (b
/f Yds—h, ( (a+( )—l—Z[f(x, +f(x,+1)]>

i=1

o
+ ) Aoh2A[F1(a) — FRAD(p)].

k=1
Wartosci wspotczynnikéw Ay i ich zwigzek z liczbami
Bernoulliego nie maja znaczenia przy korzystaniu z szeregu
w ekstrapolacji Richardsona. Istotne jest tylko to, ze ich
warto$¢ nie zalezy od liczby podprzedziatéw m, a pochodne
kolejnych rzedéw s3 obliczane w tych samych punktach
(koncach przedziatu) niezaleznie od liczby podprzedziatow.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

il

AGH

Zmieniajac jedynie oznaczenia, mozemy ten szereg zapisaé
w postaci

b 2 6

/ f(x)dx = To(hp) + aoh? + arhph + ah® + . ..
a

a wiec takiej, jaka jest wymagana w ekstrapolacji
Richardsona.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

il

AGH

Warto zwréci¢ uwage na wyktadniki poteg h, w kolejnych
wyrazach szeregu.

Maja one wartosci tylko parzyste, co sprawia, ze
wyrugowanie w jednym etapie ekstrapolacji jednego wyrazu
szeregu zwieksza rzad przyblizenia o 2.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

il

AGH

W pierwszym etapie ekstrapolacji z przyblizen To(h) i
To(h/2) otrzymujemy nowe przyblizenie, oznaczmy je

4To(h/2) — To(h)
3 ?
dla ktérego szereg reprezentujacy btad nie zawiera wyrazu z

potega h?. Analogicznie, z To(h/2) i To(h/4) otrzymujemy
przyblizenia T1(h/2) itd.

T1(h) =
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi, c.d.
Metoda Romberga

il

AGH Drugi etap ekstrapolacji przebiega podobnie — otrzymujemy
przyblizenia Ty(h), To(h/2), ... ktérych btad jest szeregiem
bez wyrazu z potega o wyktadniku 4. W trzecim etapie
ekstrapolacji otrzymujemy przyblizenie rzedu 7 okreslane
czesto jako kwadratura Romberga. Ogdlny wzdr na
kwadrature obliczang na etapie i ma postaé

4J_1 T,'(h',l) — T,',l(h',l)
Ti(hj) = J4J._1 1 =7

Cho¢ liczba etapéw jest teoretycznie nieograniczona,
to w praktyce najczesciej ogranicza sie ja do 3.

www.agh.edu.pl

«O>» «F>r «F>» «=>» = HaAr

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 36 /58



Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Poréwnanie btedu zamknietych kwadratur NC i Romberga

Obliczamy numeryczne przyblizenia catki z funkgcji
wyktadniczej f(x) = exp(x) w przedziale [1,2].

Na przedziale tym s3 réwnomiernie roztozone wezty

Xk k:].,...,n.

W kazdej probie jest obliczona jedna kwadratura obejmujaca

caty przedziat catkowania, tzn. nie stosujemy kwadratur
ztozonych.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Metoda Romberga

Poréwnanie btedu zamknietych kwadratur NC i Romberga

- -Romberga
<o Newtona-Cotesa
b |
o 107 L |
*
10 10 L o i
1"
L *oy i
- 14 .. ¢
3 10 |
17
Eﬂ *
s 1" I L L r : I I
g 2 4 B 5 ] 12 " 8 1
s koszt

DA
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Algorytmy adaptacyjne

O algorytmach adaptacyjnych — ogdlnie

mm]JJ Dotychczas rozwazalismy algorytmy rozwigzywania
problemu numerycznego, w ktérych wybér metody

i ustalenie jej parametréw (np. rzedu lub kroku)
poprzedzaty numeryczne rozwigzywanie problemu.
Doktadnosé rozwigzania jest zdeterminowana poczatkowym
wyborem metody i parametréw.

AGH

W przeciwienstwie do tego sposobu, stosujac algorytmy
adaptacyjne, a priori wybieramy metode i zadajemy granice
dopuszczalnego btedu. Natomiast parametry metody s3
dobierane automatycznie w trakcie rozwigzywania problemu
tak, aby btad rozwiazania miescit sie w zatozonym zakresie,
a koszt obliczeniowy byt mozliwie najmniejszy.

W algorytmach adaptacyjnych pojawia sie wiec koniecznos¢
oceny btedu rozwiazania.
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Algorytmy adaptacyjne
Ocena btedu

mm]JJ Jak sprawdzié, czy doktadno$¢ kwadratury, osiagnieta przy
aktualnej wartosci kroku i rzedu, odpowiada zatozonej
AGH tolerancji.

Algorytm wykorzystujgcy ekstrapolacje Richardsona:
Z uktadu réwnan (11) i (12) rugujemy warto$¢ doktadng A*
i otrzymujemy przepis na gtéwna czes$é btedu przyblizenia
A(h/2)

bl A(%) = Ah)

ok T T ok 1 (13)
Jest to przyblizona warto$¢ btedu bezwzglednego. Warunek
spetnienia wymagane]j doktadnosci mozna zapisaé w postaci

’Q [f; g] — Ol h]‘ Q [f; /27} , AbsTol) .

2k — 1
«O> 4Fr «E>» «=>» (%4\“)‘{(,‘
Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 40 /58
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Kwadratury z weztami réwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Algorytmy adaptacyjne
Ocena btedu

il

AGH

Kryterium nie postuguje sie wartosciami btedéw ani gérnym
ograniczeniem btedu (do tego konieczne bytoby oszacowanie
z gbry pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji podcatkowej),
lecz tylko przyblizonymi warto$ciami gtéwnej czesci bteddw.
Powstaje wiec niebezpieczenstwo, ze kryterium to bedzie
spetnione, mimo ze faktyczny btad bedzie przekraczat
zadana wielko$¢, nie ma wiec gwarancji osiggniecia zadanej
doktadnosci.

Dlatego stosuje sie ,dodatkowe zabezpieczenia”.
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Przypomnienie kilku informacji o wielomianach ortogonalnych

il

AGH

Ciag wielomianéw P%: Py(x), P1(x), ..., Pn(x) jest

ortogonalny z ciagta funkcja wagowa w(x) > 0 na
przedziale [a, b], jezeli

b . #0 dla k=,
/a W(X)Pk(x)PJ(X)dX{: 0 dlak#j.

Wielomiany ortogonalne maja tylko pierwiastki rzeczywiste,
jednokrotne, lezagce w przedziale (a, b).
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi
Kwadratury z funkcja wagowa.

mm]JJ Rozwazamy przyblizenie catki funkcji f z funkcja wagowa w
AGH kwadratura o wspétczynnikach 3y i weztach w x:

/ ? W) F(x)dx ~ Z Bef(x0). (15)
a k=0

Wspotczynniki 6 kwadratury sg obliczane przez scatkowanie
wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a

= w0 T 2o

i zaleza tylko od funkcji wagowej i od rozktadu weztéw, a
nie zaleza od funkgji f(x).
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Kwadratury Gaussa

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Kwadratury Gaussa

mm]JJ Idee poszukiwania maksymalnego rzedu kwadratury mozna
AGH w skrécie interpretowad nastepujaco:

Szukamy takich wspétczynnikéw wagowych [y i takiego
rozktadu weztéw xy, dla ktérych réwnosé¢ (przyblizona) (15)
jest spetniona dokfadnie, gdy funkcja f jest dowolny
wielomian jak najwyzszego stopnia. Wartos¢ catki
(wyrazenia lewej strony (15)) jest punktem w przestrzeni
wspodtczynnikéw wielomianéw. Warto$¢ kwadratury (prawe;j
strony (15)) jest punktem w przestrzeni (2n+ 2)-wymiarowe;
(n+ 1 wspdtczynnikéw Sk i n+ 1 weztéw). Szukamy
jednoznacznego odwzorowania przestrzeni catki z
wielomiandw w przestrzen kwadratur. Zatem wymiar
przestrzeni catki nie moze by¢ wiekszy od 2n + 2, czyli
stopien wielomianu nie moze by¢ wiekszy od 2n + 1.

«O>» «F>r «F>» «=>» = HaAr
Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 44 /58
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Kwadratury Gaussa

il

AGH
Kwadraturg o maksymalnym rzedzie (2n + 1) jest
kwadratura interpolacyjna,
ktérej weztami sg pierwiastki wielomianu ortogonalnego
na przedziale [a, b].

«4O> «F>r «=>» « >

il
S
0
i

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 45 /58



Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Kwadratury Gaussa

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Kwadratury Gaussa c.d.

lum]JJ Przyktadowe zestawienia przedziatu catkowania, funkgcji
AGH wagowej i rodzaju wielomianu ortogonalnego.

[a, b] w(x)  symbol nazwa kwadratury
[—1,1] 1 P,(x)  Gaussa—Legendre'a
(-1,1) \/11_72 To(x)  Gaussa—Czebyszewa |
[-1,1] V1—x?> U(x) Gaussa—Czebyszewa Il rodzaju
[0, 0] e L,(x)  Gaussa—Laguerre'a
[—o0, 0] e Hn(x)  Gaussa—Hermite'a
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Kwadratury Gaussa

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Kwadratury Gaussa c.d.

lum]JJ Patrzac z perspektywy obliczen z ograniczona doktadnoscia
AGH maszynowa nalezy zwréci¢ uwage na dwie prawidtowosci:
o Wspbtczynniki kwadratur Gaussa® s3 dodatnie:
Bk >0, k=0,1,...,n. - Zagrozenie znacznej utraty

cyfr znaczacych przy odejmowaniu nie jest duze
(odejmowania nie mozna catkowicie wykluczy¢, bo
funkcja podcatkowa moze w przedziale catkowania
zmieni¢ znak).

o Wartosci pierwiastkéw wielomianéw ortogonalnych x
oraz wspotczynniki kwadratury G s3 liczbami
niewymiernymi, wiec w obliczeniach musi pojawi¢ sie
btad zaokraglenia.

www.agh.edu.pl
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Kwadratury typu Gaussa z czeScig weztéw poza pierwiastkami wielomianu ortogonalnego

il

AGH Jezeli zazagdamy ustawienia m weztéw uy w punktach innych
niz w pierwiaskach wielomianu ortogonalnego, to
przyblizenie catki typu gaussowskiego opartej na m+ n
weztach zapisuje sie za pomoca dwéch sum

1 m n
/ w(x)f(x)dx ~ Z af(uk) + Z wicf (xk), (16)
-1 k=1 k=0

gdzie state ai, wy i xx s dobrane tak, aby przyblizona
réowno$¢ (16) byta spetniona doktadnie dla wielomianéw
mozliwie najwyzszej (m + 2n + 1) klasy.
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Kwadratury Lobatto i Radaua

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Kwadratury typu Gaussa z czeScig weztéw poza pierwiastkami wielomianu ortogonalnego

il

AGH Trzy popularne przypadki to:

@ m =1 - wymuszenie potozenia jednego wezta w
u; = —1 — kwadratura Radau-I,

@ m =1 - wymuszenie potozenia jednego wezta w u; =1
— kwadratura Radau-II,

© m =2 - dwa wezty umieszczonew u; = —1liwp =1
— kwadratura Lobatto-IlI.

Rzad (w stosunku do rzedu metod Gaussa) mniejszy o 1 w
przypadku kwadratur Radaua, a o 2 w kwadraturach
Lobatto.
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi
Algorytmy adaptacyjne: Schemat Gaussa — Kronroda

il

AGH

Schemat Kronroda jest propozycja poprawy relacji rzedu do
kosztu w kwadraturach typu gaussowskiego.
Szkic schematu Kronrodawyglada nastepujaco:
@ Startujemy z weztami ug, u1, . . ., U, dobranymi wg
metody Gaussa.
@ Otrzymujemy przyblizenie rzedu rzedu 2n+1.
© Dodajemy wezty xp, X1, ..., Xpt1
@ Otrzymujemy? metode rzedu 3n + 4.

www.agh.edu.pl

2Suma z weztami u; musi by¢ obliczona powtérnie, bo wagi sa inne
niz w kwadraturze Gaussa.
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi
Algorytmy adaptacyjne, c.d.

il

AGH

Przyktadami algorytmoéw stosujacych kwadratury typu
gaussowskiego jest — obecnie uznawany za najbardziej
efektywny — algorytm opublikowany przez Laurie (1997)
oraz kwadratura Gaussa-Lobatto implementowana w
procedurze MATLABa integral

https://www.ams.org/journals/mcom/1997-66-219/S0025-
5718-97-00861-2/50025-5718-97-00861-2.pdf.
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Poréwnanie algorytméw adaptacyjnych

lum]JJ [lustracja ewolucji algorytméw catkowania numerycznego na
AGH przyktadzie $rodowiska obliczeniowego MATLAB.
Poréwnano 4 relacje miedzy kosztem a btedem 4

adaptacyjnych, rekurencyjnych procedur (w nawiasie podano
zastosowana kwadrature):

@ quad (Simpsona),

@ quad8 (NC8),

@ quadl (Lobatto),

Q quadgk (Gaussa-Kronroda).

Nalezy zaznaczyé, ze pierwsze dwie procedury s3 juz
wycofane z biblioteki, a w tym eksperymencie stuza jako
punkty odniesienia dla wspotczesnych metod.
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Poréwnanie algorytméw adaptacyjnych

il

AGH Obliczana jest ta sama catka (9), ale z dwoma zestawami
parametréw. Algorytmom adaptacyjnym nie narzucamy
dtugosci kroku, lecz wymagana dokfadnosé.

W pierwszej czesci doswiadczenia zobaczymy, jaki jest w
praktyce ,,margines dokfadnosci” otrzymywanych wynikéw.
Na pierwszym rysunku przedstawiono wykres zaleznosci
btedu od zadanej tolerancji (wzglednej i bezwzglednej na
tym samym poziomie). Gorny wykres przedstawia wyniki
catkowania funkcji o wartosciach maksiméw lokalnych
dziesieciokrotnie wiekszych, niz funkcji catkowanej na
wykresie dolnym.
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Poréwnanie algorytméw adaptacyjnych

Il

AGH

blad

]0-10

tolerancja
a=0.01, b=0.04

blad
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Poréwnanie algorytméw adaptacyjnych

il

AGH W obu przypadkach odlegtosci miedzy dopuszczalnym
btedem, a btedem faktycznym, siegaja kilku (ok. 3) rzedéw
wielkosci. Jedynym wyjatkiem jest ustabilizowanie sie btedu
procedury quad na jednym poziomie. Jest to spowodowane
(sygnalizowanym przez procedure) osiggnieciem granicy
dopuszczalnej gtebokosci rekursji (10. poziomu).

Na dolnym wykresie wida¢ pewng odmiennos¢ przebiegu
btedu algorytmu Gaussa-Kronroda. Nawet przy duzym
dopuszczalnym btedzie, wynik obliczen redukuje btad do
poziomu btedu maszynowego. Jest to okupione wyzszym
kosztem obliczeniowym, co pokazuje eksperyment nastepny.
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Poréwnanie algorytméw adaptacyjnych

AGH * ----Cr--- quad
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Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi Algorytmy adaptacyjne

Kwadratury z weztami nieréwnoodlegtymi

Poréwnanie algorytméw adaptacyjnych
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Podsumowanie

Podsumowanie o kwadraturach

GH o Catkowanie ,prostych” funkcji nie wymaga stosowania
kwadratur wysokiego rzedu.

o Kwadratury z weztami nieréwnoodleglymi trudniej
zastosowac w sytuacji, gdy wartosci funkgji nie sa
obliczane ze znanego przepisu, lecz pochodz3 z
pomiardw.

@ Praktyczne znaczenie problemu obliczania catek
oznaczonych pojawia sie w zagadnieniach
»hadrzednych” — przede wszystkim w numerycznym
rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych.
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