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1. Czes¢ | - prawdopodobienstwo klasyczne

1.1. Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje P o wartosciach rzeczywistych, okreslona na
o-ciele zdarzen F C 2%, spelniajacag warunki:

1. P(A) > 0 dla kazdego A € F

2. P(Q) =1

3. Jezeli dla Aj, Ay, ... € F parami rozlacznych (tzn. A; N Aj =@, gdy i # j dla
i,7 € N3), to

P(U A = > P(4)
1=0 =0

Trojke (2, F, P) nazywamy przestrzenia probabilistyczna

1.2. Co, gdy zdarzenia nie sg réwnie prawdopodobne

Niech Q = {w1,...,wn}, F = 2% i ponadto niech beda dane nieujemne liczby pi, ..., p,
takie, ze p1 + ... + pp, = 1. Dla kazdego zbioru A = {w;,, ...,w;, } definiujemy

k
P(A) = Z pij
j=1
Wtedy (§2, F, P) jest przestrzeniag probabilistyczna

1.3. Podstawowe wtasnosci prawdopodobienstwa

Jezeli (Q, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna i A, B, ai,..., A, € F, to:

1. P(@)=0
2. Jezeli dla Ay, Ao, ..., A, parami rozlacznych (tzn. A; N Aj = @, gdy i # j dla
i?j € N+)7 to
i=1 1=0
3. P(A)=1-P(A)
4. Jezeli A C B, to P(B\ A) = P(B) — P(A)
5. Jezeli A C B, to P(A) < P(B)
6. Dla dowolnego A zachodzi P(A) < 1
7. PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)



1.4. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Przyjmijmy, ze zbior zdarzen elementarnych 2 jest skoriczony, a same zdarzenia ele-
mentarne jednakowo prawdopodobne. Woéwczas prawdopodobieristwo zdarzenia A C 2
wynosi

_#4
S #Q

Powyzszy wzér nazywany jest klasyczna definicjg prawdopodobienstwa

P(A)

1.4.1. Przeliczalny zbiér zdarzen elementarnych

Zalozmy, ze Q = {wy, we,...} 1 {w;} € F dla dowolnego i € N, oraz ze p jest praw-
dopodobienstwem. Woéwczas kazdy zbiér A = {w;,, wi,,...} C § jest zdarzeniem, a
ponadto

P(A) = Zpik

k>1

gdzie p; = P({wi})

Uwaga: Na zbiorze przeliczalnym i nieskoniczonym prawdopodobienstwo nie moze by¢
rozlozone réwno!

1.4.2. Paradoks Bertranda

Na okregu o promieniu r = 1 skonstruowano losowo cieciwe AB. Jaka jest szansa, ze
bedzie ona dtuzsza niz bok tréjkata réwnobocznego wpisanego w okrag?

1.4.3. Subaddytywno$¢ prawdopodobienstwa
Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, oraz niech {A4;}7, C F dla

pewnego n € N. Wowczas

P LnJ Ap) < znj P(A})
k=1

k=1



1.4.4. Wz6r wtaczen i wytaczen

Niech (92, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Dla dowolnego {A4;}', C F
zachodzi

P(AU.UA) = > PA)— > P4, NAy)+..+(-1)"" P(A1Nn..NAy,)

1<i<n 1<i1<ig<n

1.4.5. Twierdzenie o ciagglosci

Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna.

1. Jezeli {A,}>2, C F, oraz dla dowolnego n € N, A, C A,41 (nazywamy A,
wstepujaca rodzing zdarzen) i Uy~ A, = A, to
P(A) = lim P(A4,)

n—o0

2. Jezeli {A,}02, C F, oraz dla dowolnego n € N, A,41 C A, (nazywamy A,
zstepujaca rodzing zdarzen) i (,—; A, = A4, to

P(A) = lim P(A,)

n—o0

1.5. Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobienstwem warunkowym zajscia zdarzenia A pod warunkiem zajScia zdarzenia
B, gdzie P(B) > 0, nazywamy liczbe

P(A|B) = P(;l(;)B)

Uwaga: Piszac P(A|B) zawsze milczaco zakladamy, ze P(B) > 0

1.5.1. Wzér tancuchowy

Jezeli zdarzenia Ay, Ao, ..., A, spelniaja warunek P(A; N...N A,—1) > 0 to

P(Al n..N An) = P(Al) . P(AQ‘Al)P(An‘Al N...N An—l)



1.6. Prawdopodobienstwo catkowite

Jezeli {Hy, Hs,..., H,} jest rozbiciem ) na zdarzenia o dodatnim prawdopodobienstwie,
to dla dowolnego zdarzenia A

P(A) = 3" P(AIH,) - P(H))

=1

1.6.1. Rozbicie przestrzeni

Rozbiciem przestrzeni 2 nazywamy rodzine zdarzen {H;};cr, ktére parami wykluczaja
sie, ich suma za$ jest réwna 2

1.6.2. Wz6r Bayesa

Jezeli {H;}ier jest przeliczalnym rozbiciem € na zdarzenia o dodatnim prawdopodobien-
stwie oraz P(A) > 0, to dla dowolnego j € I mamy

P(A|Hj) - P(H;)
>ier P(A|H;) - P(H,;)

P(H;|A) =

1.7. Niezalezno$¢ zdarzen

Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, gdy

P(ANB) = P(A) - P(B)

Alternatywnie: zdarzenie B nie zalezy od zdarzenia A, gdy
P(B|A) = P(B)
1.7.1. Niezalezno$¢ wielu zdarzen

Zdarzenia Ay, ..., A, nazywamy niezaleznymi, gdy

dla wszystkich ciagdéw wskaznikéw (i, ...,i5), gdzie 1 < i1 < ... <ip <n,k=2,3,..., n



1.7.2. Wtasnosci

1. Jedli zdarzenia A; i Ag sa niezalezne, to Ay i Ab, A} 1 Ag, oraz A} i Al sa parami
zdarzen niezaleznych

2. Jesli A1, ..., A, sa niezalezne, to niezalezne sa takze By, ..., By, gdzie B; = A; lub
Bi = A;, 1= 1, e

3. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

e Zdarzenia Ay, ..., A, sa niezalezne
o Dla kazdego ciagu By, ..., By, gdzie B; = A; lub B; = A, i = 1,...,n, zdarzenia
B; sa niezalezne
o Dla kazdego ciagu By, ..., By, gdzie B; = A; lub B; = Al, i =1, ...,n zachodzi
rownosé
4. Gdy Ay, ..., A, sa niezalezne, to

n n

P(JA)=1-P((4) =1-]](1 - P(A))
=1 3

=1

1.8. Schemat Bernoulliego
Schematem Bernoulliego bedziemy nazywaé skonczony cigg niezaleznych powtorzen tego

samego doswiadczenia o dwéch mozliwych wynikach, nazywanych umownie sukcesem i
porazka. Poszczegblne doswiadczenia bedziemy nazywaé¢ probami Bernoulliego.

1.8.1. Twierdzenie

Prawdopodobienistwo pojawienia sie doktadnie k sukceséw w schemacie Bernoulliego n
préb, z prawdopodobienstwem sukcesu w pojedynczej prébie réwnym p wynosi

(Z) P (1—p)*

1.9. Lemat Borela-Cantelliego

Dla dowolnego ciagu zdarzeni (A,,), definiujemy zbior zdarzen, ktére zachodza nieskoncze-
nie czesto jako:

{4, n.c.} = ﬁ Cj A,

m=1n=m



1.9.1. Lemat 1

Jesli 02 P(A,,) < o0, to P({A, n.c.}) =0

1.9.2. Lemat 2

Jesli zdarzenia A;, Ag, ... sa niezaleznei ) o2, P(A,) = oo, to P({A, n.c.}) =1

2. Czesc Il - Zmienna losowa

2.1. Zmienna losowa

Funkcje X : 2 — R nazywamy zmienna losowa o wartosciach w R, jesli dla kazdego
a € R zbiér X~ ([—o0, a]) jest zdarzeniem, czyli X ~([—o0, a]) € F

2.2. Rozktad prawdopodobienstwa

Rozkladem prawdopodobienstwa zmiennej losowej X nazywamy prawdopodobienstwo
x, okreslone na zbiorach borelowskich R zaleznoscia

px(B) = P(X~'(B)), B € B(R)

Uwaga: Zmienne losowe réwne z prawdopodobienstwem 1 sa nierozréznialne z punktu
widzenia teorii.

2.3. Rozkftady dyskretne

Zmienna losowa X ma rozklad dyskretny, jesli istnieje taki zbiér przeliczalny S C R, ze
px(8) =1.

2.3.1. Rozktad rzutu koscia

Niech X bedzie wynikiem rzutu symetryczna kostka. Wtedy

, N .
px({i}) = P(X =1i) = 1 gdyi=1,2,...,6

10



2.4. Rozkfad Bernoulliego

Niech X oznacza liczbe sukceséw w schemacie Bernoulliego n z prawdopodobienstwem
sukcesu p w pojedynczym doswiadczeniu. Prawdopodobienstwo uzyskania doktadnie K
sukceséw wynosi

pe=P(X =k)= (Z)p’“(l —p)"*

Méwimy, ze zmienna losowa ma rozktad Bernoulliego.

2.5. Rozktad geometryczny

Wykonujemy co sekunde doswiadczenia Bernoulliego, az do chwili otrzymania sukcesu.
Niech X oznacza liczbe wykonanych do$wiadczen, Y - mierzony w sekundach czas.
Wyznaczamy rozklady tych zmiennych

2.6. Rozktady ciagte

Zmienna losowa X ma rozklad ciagly, gdy istnieje taka funkcja f : R — R, ze
px(4) = [ fla)de, A€ B®)

Funkcje f nazywamy gestoscig rozktadu px.

2.6.1. Stwierdzenie 1

Jesli zmienna losowa X ma rozklad ciagly o gestoéci f i (z prawdopodobienistwem 1)
X € (a, b), funkcja ¢ : (a, b) — R jest klasy C! oraz ¢'(x) # 0 dla = € (a, b), to zmienna
losowa Y = 1¢(X) ma rozklad ciagly o gestosci

9(y) = F(hy)IR ()1 (y)

11



2.6.2. Stwierdzenie 2

Jesli zmienna losowa X ma rozktad ciagly o gestosci fx, to zmienna losowa Y = aX + b,
gdzie a # 0, ma rozktad ciaglty o gestosci

u—>5b, 1
)—

|al

Jy(uw) = fx(

a
2.6.3. Rozktad jednostajny

Gdy gestosé jest stala w przedziale [a, b], a dokladniej

o) = ﬁ, x € [a, b]
/(@) {0, x ¢ [a, D]

2.7. Rozktad wykfadniczy

Powiemy, ze zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0, gdy gestosé
ma postaé

f(@) =X M1, o) (@)

2.8. Dystrybuanta

Dystrybuanta zmiennej losowej X : 2 — R nazywamy funkcje F'x : R — R, okreslona
zaleznoscia

2.8.1. Wtasnosci

Dystrybuanta Dx zmiennej losowej X ma nastepujace wlasnosci:

1. Fx jest niemalejaca
3. Fx jest prawostronnie ciagla

12



2.8.2. Twierdzenie

Jezeli funkcja F' : R — R spelnia podane wczesniej wlasnoéci dystrybuanty, to jest
dystrybuanta pewnej zmiennej losowej; jej rozklad jest wyznaczony jednoznacznie.

Jesli dystrybuanta Fx jest ciagla w punkcie ¢, to P(X =t) =0, a gdy Fx ma skok o
wielkosci d, to P(X =t) =d > 0.

2.9.

. Niech X ma rozkltad wykladniczy z parametrem 1. Znalez¢ rozklad ¥ = e~
. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na [0, 3]. Znalezé rozklady zmiennych

Dziatania na rozkfadzie zmiennej losowej

. Niech P(X =2)=P(X =-2) = %, P(X=0)= % Wyznaczyé rozklad zmiennej

losowej Y = X?2.
X-

losowych Y = min(X, X?) i Z = max(2, X). Czy sa to rozklady ciagle?

2.10. Wartos$¢ oczekiwana

2.10.1. Przypadek dyskretny

Niech X ma rozklad {(z;, p;) : i € I}. Méwimy, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej
X istnieje, gdy > ;7 |xilpi < 0o. Wtedy wartoscia oczekiwana zmiennej losowej nazywamy
liczbe

EX = inpi < 00
el

W przeciwnym razie powiemy, ze zmienna losowa nie ma wartosci oczekiwanej.

2.10.2. Przypadek ciagty

Zal6zmy, ze zmienna losowa X ma rozklad ciagly z gestoécia f. Méwimy, ze istnieje
warto$¢ oczekiwana, gdy

/OO |z| f(z)dz < oo

Wartoscia oczekiwana nazwiemy wtedy liczbe

EX = /Oo xf(x)dz

13



2.11. Warto$¢ oczekiwana dla funkcji od zmiennej losowej

Niech ¢ : R — R bedzie dowolng funkcja.

2.11.1. Przypadek dyskretny

Jesli zmienna losowa X ma rozktad dyskretny {(x;, p;) : i € I}, to warto$¢ oczekiwana
(X)) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg > |p(xi)|pi. Wtedy

Eo(X) = o(z:)pi

iel
2.12. Wtasnosci wartosci oczekiwanej

2.12.1. Twierdzenie

Zalézmy, ze istnieja wartosci oczekiwane £X i £Y. Wtedy

1. jesli X 20,t0 £EX >0

2.jedli X <Y, t0 EX &Y

3. |EX]| < &|X]

4. dla a, b € R istnieje warto$¢ oczekiwana zmiennej a X + bY i

E(aX +bY) =alX +bEY
5. jeSli X =14, to EX = P(A)
2.12.2. Stwierdzenie
1. Jezeli X jest zmienng losowa przyjmujaca wartosci catkowite nieujemne, to EX =
ne1 P(X > ).

2. Jedli X >0, to

£X = /000(1 _ Fy(t)dt = /OOO P(X > t)dt

przy czym istnienie jednego z tych wyrazen implikuje istnienie pozostaltych i ich
rOWnosc.

14



2.13. Wariancja

Zalézmy, ze EX = m. Jesli £((X —m)?) < oo, to te liczbe nazwiemy wariancja zmiennej
losowej X o wartosciach rzeczywistych i oznaczamy

D X = £((X —m)H)D?’X = X% — (EX)?

2.13.1. Twierdzenie (wtasnosci)

Jedli X jest zmienna losowa, dla ktérej EX? < oo, to istnieje D?X oraz:

1. D2X > 0; D2X = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P(X = ¢) = 1 dla pewnej stalej c
2. D?(cX) = *D?X
3. D2(X +a) = DX

2.14. Momenty
Momentem absolutnym rzedy r > 0 nazywamy liczbe €| X|", a momentem zwyklym liczbe

E(XT"). Ostatnie wyrazenie ma zawsze sens dla liczb naturalnych. Liczbe £(X — £X)”
nazywamy momentem centralnym.

2.15. Kowariancja

Kowariancja catkowalnych zmiennych losowych X 1Y, spelniajacych warunek £| XY| < oo,
nazywamy wielkos¢

cov(X, V) = E((X — EX)(Y — EY))eov(X, Y) = E(XY) — EXEY

2.16. Wspoétczynnik korelacji
Wspédltezynnik korelacji definiujemy jako

cov(X, Y)

, D?°X, D’Y >0
(D2X)(D%Y)

p(X, Y) =
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2.16.1. Twierdzenie

Jezeli zmienne losowe X1, ..., X,, maja wariancje, to istnieje wariancja ich sumy i

n
D*(X1+..+Xn) =) D’X;+2 > cov(X;, X))

i=1 1<i<j<n

2.17. Rozktady

Rozkladem prawdopodonienstwa zmiennej losowej X o wartosciach w R™ nazywamy
rozklad prawdopodobienstwa px, okreslony na B(R™) zaleznoscia

px(B) = P(X"1(B)), B € B(R")

2.17.1. Rozktady brzegowe

P(Xj S B) = P(Xl € R, ...,Xj_l S ]R,Xj S B,Xj_H eR,.... X, € R)

2.18. Typy rozktadéw wektora losowego
2.18.1. Rozktad dyskretny

Wektor losowy (X, Y) nazywamy dyskretnym, jesli istnieje zbiér przeliczalny S C R2,
dla ktorego pux(S) =1

2.18.2. Rozktad ciaggty

Méwimy, ze wektor losowy (X, Y') ma rozklad ciagly, gdy istnieje gestosé, czyli funkcja
f:R? = R taka, ze

P(X,Y)eA) = //A f(z, y)dzdy, A€ B(R?)

2.19. Dystrybuanta wektora losowego

Dystrybuanta wektora losowego (X, Y) o wartoéciach R? nazywamy funkcje Fix vy:
R? — R okreélong zaleznoécia

F(X, Y)(ta s)=PX <t, Y <s)= px((—oo, t] x (—o0, 8])
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2.20. Wartos¢ oczekiwana wektora losowego

Wartoscia oczekiwang wektora losowego X = (X7, ..., X;,) o wartosciach w R™ nazywamy
wektor EX = (£X7,...,EX,,), o ile wszystkie wspdlrzedne maja wartosé oczekiwana.

2.21. Macierz kowariancji

Jesli DQXj < oo dla kazdego j = 1,2,...,n, to macierz Qx = [ci;li j=1,...n, gdzie ¢;; =
cov(X;, X;) nazywamy macierza kowariancji wektora losowego X = (X1, ..., Xj,)

Macierz kowariancji zmiennej losowej dwuwymiarowej (X, Y):

DX cov(X, Y)
cov(X, Y) D2Y

2.22. Niezalezno$¢ zmiennych losowych

Zmienne losowe X1, ..., X,, o wartoSciach w R, okre$lone na (2, F, P) nazywamy
niezaleznymi, gdy dla kazdego ciagu zbioréw borelowskich By, ..., B, zachodzi réwnosé

P(X,€ By, Xo€By,..., Xp€B,)=P(X1€By)- ... -P(X,€B,)

2.22.1. Niezalezno$¢ rozktadow dyskretnych

Zmienne losowe X1, ..., X;, o rozktadach dyskretnych sg niezalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ciagu 1, 2, ..., Tn, gdzie P(X; =x;) >0,i=1,...,n

P(X1 =T, ...,Xn = :L’n) = P(X1 = :Iil) T P(Xn = xn)

2.22.2. Niezaleznos¢ rozktadéw ciagtych

Jesli X7, ..., Xy, sa zmiennymi losowymi o rozkladach ciaglych z gestoéciami odpowiednio
g1, -+, gn, tO zmienne te sg niezalezne wtedy 1 tylko wtedy, gdy p(x, ... x,,) jest rozkladem
ciagglym z gestodcia

g1,y xn) = g1(x1) - oo - gn(zp)
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2.23. Niezaleznos$¢ funkcji od niezaleznych zmiennych losowych

Zalézmy, ze zmienne losowe

X171, X172, -~7X1,k17 Xg,l, . XQ,]Q, . Xn,l, . Xn,kn

sa niezalezne. Niech ¢; : R¥ — R beda takimi funkcjami, ze Y; = ¢;(X; 1, ey Xk )
7 =1, 2,..., nsazmiennymi losowymi. Wowczas zmienne losowe Y7, ..., Y, sa niezalezne

2.24. Warto$¢ oczekiwana iloczynu zmiennych losowych

Jesli X7, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, ktore maja warto$¢ oczekiwana, to
istnieje wartos¢ oczekiwana iloczynu X; - ... - X, i
EX1+ o " Xp)=EX1- ... - EX,

2.25. Wariancja sumy niezaleznych zmiennych losowych

Jezeli X7, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, majacymi wariancje, to istnieje
wariancja sumy i

n n

D> X;) =) DX,

i=1 i=1
2.26. Sploty
2.26.1. Splot zmiennych dyskretnych
Splotem rozkladéw zmiennych losowych nazywamy rozkiad sumy zmiennych losowych

niezaleznych. Jezeli X i Y sa zmiennymi losowymi o rozktadach dyskretnych, to splot
tych dwéch zmiennych wyraza sie¢ wzorem

PX+Y=s)= Y PX=s,Y=s)= >  PX=s) PY=s)

81,52:81+82=s 81,82:81+82=s8
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2.26.2. Splot zmiennych ciagtych

Rozklad sumy niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach ciaglych jest zmienna
losowa o rozktadzie ciagltym z gestoscia bedaca splotem gestosci

(019 = [ o1z = w0y

2.27. Nieskonczone ciagi zmiennych niezaleznych

Zmienne losowe (X4 )qep okreslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej nazywamy
niezaleznymi, gdy dla kazdego skonczonego ciggu indekséw iy, ...,i, € A, n € N, zmienne
losowe Xj, ..., X

in

sa niezalezne.
2.28. Rozkfad warunkowy

2.28.1. Rozktad warunkowy dla zmiennej dyskretnej

Dla wektora (X, Y) o rozkladzie dyskretnym i P(Y = y) > 0 mozemy wyznaczy¢
prawdopodobienstwo warunkowe

_ L _PXeA Y=y YieaPX=mz,Y=y)
PXEAY =y) = —p5 5 == 5=y

2.28.2. Rozktad warunkowy dla zmiennej ciggtej

Gestoscia rozkladu warunkowego X pod warunkiem Y = y nazywamy funkcje okreslona
dla x € R wzorem

[z, y)

Py (aly) = § >
g(z), w pozostaltych przypadkach

,oile fy(y) >0

gdzie Fy (y) = [°0 f(z, y)dz jest gestoscia rozkladu brzegowego Y, a g dowolng ustalona
gestoscia
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2.29. Warunkowa warto$¢ oczekiwana
2.29.1. Warto$¢ oczekiwana rozkfadu warunkowego

Dla danego rozkltadu warunkowego zmiennej ¥ mozna wyznaczy¢ warto$é¢ oczekiwana
takiego rozktadu. Nazywamy ja warunkows wartoscia oczekiwana Y i oznaczamy E(Y|X =
x). Gdy rozklad jest dyskretny, to

EY|X =2)= Zyj Y =y| X =x)
a gdy jest ciagly, to
EVIX =) = [ ufyix(lady

2.29.2. Twierdzenie

Gdy istnieje €Y, to istnieje E(Y|X = z)

2.29.3. Warunkowa wartos$¢ oczekiwana zmiennej losowej

Dla znanego rozkltadu warunkowego zmiennej ¥ mozna wyznaczy¢ wartosé oczekiwana
takiego rozktadu. Nazywamy ja warunkows wartoscia oczekiwana Y i oznaczamy E(Y|X =
x). Gdy rozklad jest dyskretny, to

EY|X =x)= Zyj Y =y;|X =x)
a gdy jest ciagtly, to

EVIX =)= [ ufrixylo)dy
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2.29.4. Warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y pod warunkiem zmienne;j
losowej X

Warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y pod warunkiem zmiennej losowej X,
ktora bedziemy oznaczaé¢ £(Y|X), definiujemy wzorem
E(Y]X) = m(X)

gdzie m(z) = E(Y|X = z).

2.29.5. Wtasnosci warunkowej zmiennej losowej

Niech (X, Y, Z) bedzie wektorem losowym. Zalézmy, ze wartosci oczekiwane EX i Y
istnieja. Wtedy:

1. Jedli X > 0, to £(X|Z) >0

2. E(X|2)] < £((1X])12)

3. Dla a, b € R istnieje warunkowa wartos¢ oczekiwana aX +bY i E((aX +b0Y)|Z) =
al(X|Z)+bE(Y|Z)

4. Dla dowolnego zdarzenia A jest £(14|2) = P(A|Z)

Niech (X, Y') bedzie wektorem losowym i niech £Y istnieje. Wtedy:

1. E(EYX)) =€EY

2. Gdy X, Y sa niezalezne, to E(Y|X) =&Y

3. Gdy h(X) jest ograniczona zmienna losowa, to £(h(X)Y|X) = h(X)E(Y|X)
3. Czes¢ 11l - statystyka
3.1. Nieréwnos$¢ Czebyszewa

Niech X bedzie nieujemna zmienna losowa. Wtedy dla dowolnego € > 0

P(X}e)gg—X

€

3.1.1. Nieréwno$é¢ Markowa

Niech p > 0. Wtedy dla dowolnego ¢ > 0

E|X|P
P(x| > o < X
ep
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3.1.2. Nieréwnos¢ Czebyszewa-Bienaymé

Dla dowolnego € > 0

D2X
P X —&X|>2e€) < 2
3.1.3. Wyktadnicza nieréwno$é Czebyszewa
Jedli £ePX < oo dla pewnego p > 0, to dla A € [0, p)
56)\X

P(X >2€) < e

dla dowolnego €

3.2. Prawa Wielkich Liczb
3.2.1. Prawo Wielkich Liczb Bernoulliego

Jedli S, jest liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego n préb z prawdopodobienstwem
sukcesu w pojedynczej probie réwnym p, to dla kazdego € > 0

lim P(|& —p|<e)=1

n—00 n

3.2.2. Stabe Prawo Wielkich Liczb (SPWL)

Niech (X,,)n bedzie ciagiem zmiennych losowych takich, ze:

. 2
1. lim, o0 Dn‘gg" =0

lub

2. X, sa parami nieskorelowane i maja wspolnie ograniczone wariancje

Niech S, = X7 + ... + X, gdzie n = 1, 2,... Wtedy (X,), spelnia SPWL, czyli dla
kazdego € > 0

lim P(|7S" — &5
n

n—oo

| >€) =0
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3.2.3. Mocne Prawo Wielkich Liczb Bernoulliego

Oznaczmy przez S, liczbe sukceséw w schemacie Bernoulliego n prob z prawdopodobien-
stwem sukcesu w pojedynczej prébie réwnym p. Wtedy dla kazdego € > 0

Sk
lim P(sup|=% —p| <e) =1
Jim (21;5\ L T hl<e)

3.2.4. Twierdzenie Kofmogorowa

Jesli (X,,)22 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze D?X,, < oo, gdzie
n=1, 2,..., przy czym

> DX,
n2

< 00

n=1

to z prawdopodobienstwem 1

lim M:O

n—00 n

3.2.5. Mocne Prawo Wielkich Liczb (MPWL) Kofmogorowa

Jezeli (X,,)22; jest ciagiem niezaleznych zmiennych o jednakowym rozktadzie, £|X1| < oo,
(Xn)n spelnia MPWL, czyli

lim & =£&X,

n—oo N,

z prawdopodobienstwem 1

3.3. Twierdzenia Poissona
3.3.1. Twierdzenie Poissona

Jedlin — oo, pp, = 0inp, > A >0, to

n _ e
<k>p2(1 — )" k2 oA
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3.3.2. Twierdzenie

Niech zmienna losowa S,, ma rozklad Bernoulliego z parametrami n, p i niech A = np.
Wtedy dla kazdego zbioru B C {0, 1,2, ...} mamy

IP(S, €B)— > e <=

3.4. Rozktad Gaussa
N (0, 1) ma gestosé

1 2

_Zz_
2

Jesli zmienna losowa X ma rozklad A (0, 1), to zmienna losowa 0 X + m, gdzie o > 0
—(z—m)2
(&} 202

1
oV2m

ma rozktad N (m, o?) o gestodci pm o (7) =

3.5. Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG)
3.5.1. Wersja najprostrza

Niech X, Xi, Xo,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie,
niech £X = m i D?X = 02 > 0. Wtedy dla kazdego ¢

X X, -
1+ ... +Xp nmgt)—wﬁ(t)

P
( g\/ﬁ n—00

3.5.2. Twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a

Niech —co<a<b<oo, h= L . Wtedy

NOT
Sp —np 1 1
<b) — Zh) — _Z
P(a g S b) — (®(b+ 2h) O( 2h)) —= 0
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3.5.3. Twierdzenie Berry-Esséen

Jesli (X,,) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie i
E‘Xl‘g < 007 S’)’LXl + + Xn, n = 1, 2, ceey to

o 3
CEIX - X

Sn —ES,
sup | P( -

Zn_ZON <) — (1)) <
Sup prg. <V @)

gdzie o0 = vVD2X,, ﬁ <C<i

3.6. Populacja i préba
Pojedyncza warto$é parametru nazywamy cecha statystyczna. Cechy moga by¢ iloéciowe
lub jako$ciowe.

Statystyczna populacja (lub w skrécie populacja) nazywamy zbiér wszystkich mozliwych
cech pewnego wybranego parametru.

Obiekt ktérego ceche badamy nazywamy jednostka statystyczna.

Prosta proba losowa o licznosci n nazywamy ciag niezaleznych zmiennych losowych
X1, ..., X, okreslonych na populacji i takich, ze kazda z nich ma ten sam rozktad.

Statystyka nazywamy funkcje przypisujaca wartosci rzeczywiste dla préby losowej.
3.7. Srednia i czestosé

3.7.1. Srednia (“cechy iloéciowe”)

Srednig w prostej probie losowej X1, ..., X,, o licznosci n nazywamy statystyke

X1+...+Xn
n

X =

3.7.2. Czestos¢ (“cechy jakosciowe”)

Czestoscig wystepowania w prostej probie losowej nazywamy statystyke

Yo X

n

p=

gdzie X1, ..., X, jest prosta proba losowa z rozktadu dwupunktowego o wartosciach 0 i
1.
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3.8. Estymatory

Statystyke T'(X1, ..., X,,) stuzaca do oszacowania nieznanego parametru populacji nazy-
wamy estymatorem.

3.8.1. Wartos¢ estymatora

Dla konkretnych wartosci préby T'(z1, ..., x,) nazywamy wartosdcia estymatora.

3.8.2. Obcigzenie estymatora

Niech 6 bedzie liczbg rzeczywista oznaczajaca nieznany parametr populacji i niech 6 =
T(Xy, Xo,..., X,,) bedzie pewnym estymatorem parametru 6. Réznice miedzy wartoscia
srednia estymatora, a nieznang wartoscia parametru, u, — 6, nazywamy obciazeniem
estymatora.

3.8.3. Estymator nieobcigzony
Estymator 0 nazywmy nieobciazonym, gdy jego obciazenie jest réwne 0, tzn. p,; = 0

dla dowolnej wartosci 6, ktéra moze przyjmowaé parametr i dowolnej licznoéci proby
n > 1.

3.8.4. Estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji (NMW)

Niech 0 bedzie liczba rzeczywista oznaczajaca nieznany parametr populacji. Niobcigzony
estymator 0(X1, ..., X,,) parametru € nazywamy estymatorem nieobciazonym o mini-
malnej wariancji (w skrécie estymatorem NMW), jezeli wérdéd wszystkich estymatoréw

nieobcigzonych parametru 8 nie istnieje estymator, ktérego wariancja bytaby mniejsza
dla jakij$ wartosci 6.

3.9. Btedy
3.9.1. Bfad s$redniokwadratowy

Wartosé srednia kwadratu odlegtosci (é —6)2, [(5_gy2 NazZywamy bledem $redniokwadra-

towym estymatora 0.
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3.9.2. Estymator dopuszczalny

Estymator é, dla ktérego nie istnieje estymator 0 taki, ze HG—gy2 < I(5_p)2 dla kazdego
0 i nier6wnosé ostra zachodzi dla pewnego 6y, nazywamy estymatorem dopuszczalnym.

Dla dowolnego estymatora 0 jego blad éredniokwadratowy jest suma jego kwadratu
obciazenia

M(é_g)g = 0'9”24_“(0;9)2

3.9.3. Bfad standardowy

Bledem standardowym estymatora 0 nazywamy dowolny estymator jego odchylenia
standardowego o, i oznaczamy go SE;.
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4. Motywacyjna pszczota
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