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Woprowadzenie

Istota interpolacji

il

AGH Zadanie interpolacji:

Znalez¢ funkcje (w okreslonej klasie) przyjmujaca wartosci
réowne wartosciom innej, zadanej funkgji.

Pojecia:
@ Funkcja interpolowana f(x).
@ Funkcja interpolujaca, np.L,(x).
o Wezty interpolacji.

www.agh.edu.pl
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Interpolacja Lagrange'a

Interpolacja Lagrange'a

mmu Dane: xg < x1 < x <...<xp, € Rn>1-wezty
AGH interpolacji spetniajace

Q x; #xjdlai#}j,
@ wartosci funkgji interpolowanej
I((Xo)7 I((Xl)7 I((X2)7 cey f(Xn) € R.

Szukamy wielomianu L, spetniajacego warunki
© stopnia: deg L, < n,

@ zgodnosci: Ly(x;) = f(x;) dlai=0,1,...,n.

Twierdzenie:

Istnieje doktadnie jeden wielomian L, spetniajacy warunki

(1)1 (2).

www.agh.edu.pl
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Interpolacja Lagrange'a

Interpolacja Lagrange'a c.d.

lum]JJ Wielomian Lagrange'a:

(= x0)(x = x1) .. (x = xi—1)(X = Xi1) - - . (X — Xp)
lin(x) =
(X,' - Xo)(X,' — X1) c. (X,' — X,'_1)(X,' — X,'+1) “. (X,' — Xn)
X — X .
lin= f’:OJ;éiH? 0<i<n
Wielomian (wzér) interpolacyjny Lagrange'a:
n
1 Lo(x) = Z f(xi)lin(x).
3 i=0
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Interpolacja Lagrange'a

Wielomiany Lagrange'a c.d.

Przyktad
AGH L
0.8
0.6
041
0.2
ok
i \
> \
3 -0.2F |
i) |
@ |
s
g 0.4 L L L L L L L
2 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5 55
yae
Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne Interpolacja 7/33



Interpolacja Lagrange'a

Interpolacja Lagrange'a c.d.

Jednoznaczno$¢ wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a a
rézne postaci wzorow.

@ Wzor interpolacyjny Lagrange'a.
@ Postaé¢ Newtona wielomianu L,(x).

© Zapis macierzowy z macierza Vandermonde'a.

www.agh.edu.pl
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Interpolacja Lagrange'a

Interpolacja Lagrange'a c.d.

Posta¢ Newtona wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a

il

AGH llorazy réznicowe — definicja:
flxa] —f
f[X07X1] = M’
X1 — X0
f —f
f[X01X17X2] = [X]-?XZ] [XO’X1]7
X2 — X0
f cexi] = f e X
f[X07X1,-..X,'] — [X17X27 7XI] [XO;X]_7 , Xi 1]'

www.agh.edu.pl
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Interpolacja Lagrange'a

Interpolacja Lagrange'a c.d.

Posta¢ Newtona wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a

il

AGH Twierdzenie:
Zachodzi zwiagzek

k .
f[XOaxl,-..Xk]—Zn f(XI)

j= Oj;ﬁl(xl B XJ)

lloczyny czynnikowe:

po(x) =1,

p(x) = M5 (x = x))-

www.agh.edu.pl
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Interpolacja Lagrange'a

Interpolacja Lagrange'a c.d.

Posta¢ Newtona wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a c.d.

mmm Posta¢ naturalna (kanonicza) wielomianu:

AGH P(x) = apx" + ap_1x" "1 4+ -+ + a1x + ao.
Algorytm Hornera:
P(x) =

(- ((anx + an-1)x + an—2)x + - -+ + a1)x + ao.
Posta¢ Newtona wielomianu:
P(x) = (- - (bn(x—Xn-1)+bn—1)(x—Xxn—2)++ - -+b1)(x—x0)+bo-

Wielomian interpolacyjny Lagrange’a mozna zapisaé w
postaci Newtona:

L) = 3 bepi(),
k=0

www.agh.edu.pl
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Interpolacja Lagrange'a

Interpolacja Lagrange'a c.d.

Algorytm z macierza Vandermonde'a

il

AGH Warunki zgodnosci w postaci macierzowe;j
1 xo x¢ - X§ ao f(xo)
1 xg x2 - X a f(x1)
2
1 x0 x5 -+ x3 a | = | f(x) 7
1 x, x2 --- X" an f(xn)
Va=y.
E Macierz V dla duzych n Zle uwarunkowana.
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Interpolacja Lagrange'a Btedy

Btad interpolacji Lagrange'a

AGH Btad interpolacji funkcji f(x) (klasy C™*1) wielomianem
interpolacyjnym Lagrange'a

(n+1) (¢
f(x) — La(x) = f(n:_l()!)l_l}’_o(x —Xj), €€ (x0,Xn)-

Aby wykorzystaé, trzeba:
@ oszacowaé wartos$¢ wielomianu M7_(x — x;),

@ oszacowaé (n+ 1). pochodna funkgji f(x)
w catym przedziale (xo, xp).

www.agh.edu.pl
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Interpolacja Lagrange'a Btedy

Oszacowanie btedu interpolacji Lagrange'a dla weztéw

réwnomiernie roztozonych

.

AGH
Jezeli
X;j — Xj—1 = h dla kazdego i =1,...,n
oraz
A ()] < Mpyy,
to dla x € [xo, xn] zachodzi
hn+1
f(x)—L < — My,
70 = L] < gy Mo
«O» «Fr» «E» «E>» = HAe

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne Interpolacja 14 /33



Interpolacja Lagrange'a Btedy

Btad interpolacji

Efekt Rungego

il

AGH Pytanie:

Czy zwigkszanie liczby réwnomiernie roztozonych w statym
przedziale weztéw gwarantuje zmniejszanie btedu
interpolacji Lagrang’e?

Na to pytanie nalezy odpowiedzie¢ po sprawdzeniu btedu
interpolacji funkgji

dla x € [-a,a], 0 < a<5b.

www.agh.edu.pl
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Interpolacja Lagrange'a Btedy

Numeryczny btad wyznaczania wspoétczynnikéw funkcji

interpolujace;j

.

AGH

Przy ocenie btedu interpolacji nie nalezy zapominaé o
btedzie numerycznym algorytmu zastosowanego do
obliczenia wspdtczynnikéw wielomianu interpolacyjnego!

www.agh.edu.pl
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Interpolacja Lagrange'a Nieréwnomierny rozktad weztéw interpolacji

Interpolacja Lagrange’'a z nieréwnomiernym rozktadem

weztow

.

AGH Rozwazamy rézne wielomiany interpolacyjne Lagrange'a dla

ustalonego (jednego) przedziatu [a, b] interpolacji i ustalonej
liczby n+ 1 weztéw.

@ Maksymalna warto$¢ wielomianu w zadanym przedziale
interpolacji [a, b] mozna zmieniaé przez przesuwanie
weztdéw Xx;.

@ Stawiamy zadanie doboru weztéw tak, aby
SUDye[a, 5| W(x)| miato najmniejsza wartos¢.

@ Rozwigzanie: Wezty nalezy ustawi¢ w pierwiastkach
wielomianu Czebyszewa.

www.agh.edu.pl
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Interpolacja Lagrange'a Nieréwnomierny rozktad weztéw interpolacji

Interpolacja Lagrange’'a z nieréwnomiernym rozktadem

weztéw c.d.

Wezty w pierwiastkach wielomianu Czebyszewa

AGH Wielomiany Czebyszewa:

Tir1(x) = 2xTi(x) — Tr—1(x).

Dla przedziatu [—1, 1] pierwiastki wielomianu:

www.agh.edu.pl

SUPxe[—1,1)| Wk(X)| = 27k,
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Interpolacja Lagrange'a Nieréwnomierny rozktad weztéw interpolacji

Interpolacja Lagrange’'a z nieréwnomiernym rozktadem

weztow

Wezty w pierwiastkach wielomianu Czebyszewa c.d.

AGH
Otrzymujemy minimalne oszacowanie btedu interpolacji
Lagrange'a
MnJrl
f(x) = Lo(X)| € 77—+~
)
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Interpolacje innymi wielomianami — potegowymi i innymi

Interpolacja Hermite'a

Dane s3 wezty

Il

AGH

liczby naturalne (z zerem)

Y0, V1, V25 - -5 Un
oraz
f(x), k=0,1,2,...,7;, i=0,1,2,...,n.

Méwimy, ze wezet i jest (7; + 1) krotny.
1 Oznaczmy m=n+ Y 7 ;.
3 Szukamy wielomianu Hp,(x) stopnia m takiego, ze
: HR(x) = fR)(x), k=0,1,2,...,~;, i=0,1,2,...,n.

9
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Interpolacje innymi wielomianami — potegowymi i innymi

Interpolacja Hermite'a c.d.

Btad interpolacji Hermite'a

il

AGH
Btad interpolacji Hermite'a
F(m+1) (¢ _
f(x) — Hn(x) = (n?—i—l()!)n',]_O(X — X)L ce (x0,xn).
Nalezy poréwnaé z btedem interpolacji Lagrange’a.
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Interpolacje innymi wielomianami — potegowymi i innymi

Interpolacja wielomianami trygonometrycznymi

GH @ Stosowana szczegdlnie dla funkcji okresowych, stad
zatozenie o przedziale interpolacji: [0, 27 ”;1],
gdzie n jest liczba weztéw?.

@ Wezty s3 roztozone réwnomiernie,
tzn, x; =i-2 {=0,1,...,(n—1).

e WAZNE: Wielomian trygonometryczny jest funkcja
liniowa wzgledem swoich wspotczynnikéw (a; i b;,
i=0,1,...,m.

www.agh.edu.pl

LUWAGA: W interpolacji Lagrange'a przez n oznaczaliémy liczbe
weztéw - 1.
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Interpolacje innymi wielomianami — potegowymi i innymi

Interpolacja wielomianami trygonometrycznymi c.d.

Trygonometryczna funkcja interpolujaca:

mmm o dla nieparzystej liczby weztéw i m = 21
m

AGH O(x) = % + ) [ai cos(ix) + bjsin(ix)],
i=1

o dla n parzystego i m =

5
m—1
_a cos(ix) 4 brsin(i)l + 27

O(x) = >t ; [aj cos(ix) + b; sin(ix)] + 5 cos(mx),
gdzie (w obu przypadkach)

2 n—1
aj = ; Z [f(XI) COS(jX,')] )
i=0

www.agh.edu.pl

bj = % S [F(x) sin(ix)]
i=0
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Interpolacja funkcjami sklejanymi

Szescienna funkcja sklejana

Funkcja sklejana

il

AGH @ Danesgwezty xg < x31 < xp < --- < Xp
oraz wartosci funkcji f: f(xp), f(x1), f(x2), ..., f(xn).
o Funkcja sklejana S interpolujaca funkcje f
jest okredlona poprzez funkcje S; na kazdym
podprzedziale [x;, xj+1], i =0,1,...,n—1.

o Funkcja S spetnia 2n warunki zgodnosci wartosci
funkcji w weztach, tzn.

Si(xi) = f(xi),
S,'(X,'+1) = f(Xi+1), i:0,1,...,n—1.

www.agh.edu.pl
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Interpolacja funkcjami sklejanymi Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi

Szescienna funkcja sklejana

W przypadku szesciennej funkcji sklejanej:
lum]JJ o S; jest wielomianem stopnia <3,/ =0,1,...,n—1.
AGH @ Musza by¢ spetnione n — 1 warunki ciggtosci pierwszej
pochodnej

5,{+1(X,'+1):5,{(X,'+1), i:0,1,...,n72
i n — 1 warunki ciggtosci drugiej pochodne;j

,{;1(Xi+1) = S;I(Xi+1), i=0,1,...,n—2.

W sumie:

© Funkcja S ma 4n wspotczynnikdw.

@ Funkcja S ma spetni¢ 2n+ (n—1)+(n—1)=4n—-2
warunki.

www.agh.edu.pl

Dla jednoznacznosci funkcji interpolujacej dodaje sie dwa
,, dodatkowe” warunki.
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Interpolacja funkcjami sklejanymi

Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi

Szescienna funkcja sklejana c.d.

Warunki ,dodatkowe” - wersje

mm]JJ Wersje szesciennej interpolacji sklejanej:
e Otwarta (naturalna)

AGH
$"(x0) = S”"(xs) = 0.
@ Zamknieta
S"(x0) = f"(x0) 1 S'(xn) = ' (xn).
o ,Not-a-knot”
So () = S1"(xa) 1 Spla(xn-1) = S (Xn-1)-
Efekt: Odpowiednie wspdtczynniki pary wielomianéw Sy

| i S; oraz pary S,_2 i S,_1 s3 sobie réwne,
_5 czyli ,znikaja" 2 wezty (xq i Xp—1)-
E] @ Dla funkgji okresowych
S'(x0) = S'(xn),  S'(x0) = S'(x)-

«O» «Fr» «E» «E>» = HAe
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Interpolacja funkcjami sklejanymi Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi

Algorytm obliczania wspétczynnikdédw wielomianu sklejanego

mm]JJ Szukamy wspdfczynnikéw wielomianu S;(x) w postaci

A Si(x) = ai + bi(x — x;) + ci(x — x;)* + di(x — x;)>.

Wtedy a; = f(x;).

Warunki ciggtosci 1. i 2. pochodnej mozna zapisaé w postaci
biy1 = b; +2cih; + 3d;ih?,  civ1 = ¢ + 3diy1hi,

gdzie hj = xj+1 — X;.

Ww. zwigzki umozliwiaja wyrugowanie wspotczynnikéw
a, b, d i zredukowanie uktadu 4n réwnan do réwnania
macierzowego z macierzag H € R"+1m+1

www.agh.edu.pl
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Interpolacja funkcjami sklejanymi Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi

Algorytm obliczania wspétczynnikdédw wielomianu sklejanego

c.d.

.

AGH Uktad réwnan Hc = b dla wersji otwartej (naturalnej)
(1 0 0 0 e 0 ]
hg 2(h0+h1) hy 0 s 0
0 h1 2(h1+h2) ho oo 0
H=| . : . :
0 0 e hn—2 2(hn—2+hn—1) hn—l
| O 0 0 0 1 ]
= h,-:xj,-l—x,-,dlai:O,l,...,n—l.
%u WAZNE: Macierz H — diagonalnie dominujaca.
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Interpolacja funkcjami sklejanymi Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi

Algorytm obliczania wspétczynnikdédw wielomianu sklejanego

c.d.
AGH Wektor niewiadomych c i wektor prawej strony réwnania b
dla wersji otwartej (naturalnej)
0 3 03
C]_ (32/7:31) o (a]h:ao)cl
c= , b= :
3(3n_an71) 3(an71_3n72)
Cn-1 hn—1 - h

Cn 0
2 Jakie znaczenie praktyczne ma dominacja elementéw na
%0 przekatnej gtdéwnej?
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Interpolacja funkcjami sklejanymi Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi

Oszacowanie btedu szesciennej interpolacji sklejanej

il

AGH . o
Jezeli funkcja interpolowana f € C?[xg, x|,
to
|S(x) — f(x)] < 5M- omax h?  dlax € [xo, xn],
gdzie
M2 = maXx |f”(X)|7 hi = Xj4+1 — Xj.
X€E[x0,%n]
«O» «Fr» «E» «E>» = HAe
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Interpolacja funkcjami sklejanymi Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi

Interpolacja funkcjami sklejanymi c.d.

Shape Preserving Interpolation

mm]JJ PCHIP - Picewise Cubic Hermite Interpolation Polynomial
AGH @ Nie ma warunku ciaggtodci 2. pochodnej.

@ Oblicza sie érednie nachylenie funkcji na odcinku
miedzy weztami §, = FOe1) = F ()

hi
3hs? — 2s3 h3 — 3hys? + 253
Pk(X) :ka(XkJrl) + k ;;3 f(Xk)
k k
s2—(s—h s—(s— hy)?
+ (h2 k) P/(Xk_H_) + ( h2 k) P/(Xk)
k k

gdzie s = x — X.

Wartosci pochodnych dy = P’(xx) przyjmuje sie wg regut
(ponizej).

www.agh.edu.pl
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Interpolacja funkcjami sklejanymi Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi

Interpolacja funkcjami sklejanymi c.d.

Shape Preserving Interpolation, cd.

il

AGH

Idea:

Przyjac takie wartosci pochodnych w weztach,

aby wartoéci funkgji interpolujacej nie przekraczaty wartosci
w weztach (przynajmniej lokalnie).

o Jezeli §x_1 i Ok sa przeciwnego znaku lub jedno z nich
(lub obydwa) jest réwne zeru, to dy = 0.

o Jezeli §;_1 i 6y sa tego samego znaku, to obliczamy
$rednig harmoniczna:

Lol
C/k_2 5k—1 5/( '

«O» «Fr» «E» «E>» = HAe
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Interpolacja funkcjami sklejanymi Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi

Interpolacja funkcjami sklejanymi c.d.

Poréwnanie interpolacji na przyktadzie skoku jednostkowego
— interpolacja Lagrange'a, szescienna interpolacja sklejana, PCHIP

Lagrange

15

AGH

o
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Interpolacja funkcjami sklejanymi

Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi

Interpolacja funkcjami sklejanymi c.d.

Poréwnanie interpolacji na przyktadzie skoku jednostkowego
— interpolacja Lagrange'a, szescienna interpolacja sklejana, PCHIP

. spI]ne
AGH

0.5
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Interpolacja funkcjami sklejanymi Interpolacja szesciennymi funkcjami sklejanymi
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Poréwnanie interpolacji na przyktadzie skoku jednostkowego
— interpolacja Lagrange'a, szescienna interpolacja sklejana, PCHIP
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