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Przeglad metod optymalizac;ji

statycznej
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@ Kilasyfikacja probleméw optymalizacji

@ Optymalizacja bez ograniczen

Metody bezgradientowe

Algorytmy spadku

Algorytm aproksymacji kwadratowej — Newtona
Metody quasi-newtonowskie

Przyktad metody obszaru wiarygodnosci

© Zarys optymalizacji z ograniczeniami
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Kryteria podziatéw probleméw optymalizacji

eacial.
AGH Klasyfikacja®:

o Continuous or. Discrete Optimization

@ Unconstrained or Constrained Optimization

@ None, One or Many Objectives

o Deterministic or Stochastic Optimization

W dalszej czesci skupimy sie na podkre$lonych.

www.agh.edu.pl

'wg https://neos-guide.org/optimizationstraes » «

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 5/43

»


https://neos-guide.org/optimization-tree

lum]JJ Dana jest funkcja® f : R" — R,  x — f(x).
AGH Nalezy znalez¢

x* = argmin F(x)
X
x eR” — gdy zadanie bez ograniczen,
x € D C R" — gdy zadanie z ograniczeniami.

Wieksza czes¢ wyktadu odnosi¢ sie bedzie do przypadku
bez ograniczen.

Na zakonczenie wrécimy krétko do problemu

z ograniczeniami.

www.agh.edu.pl

2Znany jest algorytm obliczania wartoéci funkcji — nie zawsze znany
wzbr'”.
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Oznaczenia
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Warunki wystarczajace optymalnosci

Dla problemu bez ograniczen i przy zatozeniu,
ze funkcja jest dwukrotnie rézniczkowalna:

Jezeli
e Vi(x*)=0

@ V2f(x*) > 0 — hesjan dodatnio okreslony,

to w x* funkcja ma minimum.

www.agh.edu.pl
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3 kategorie problemoéw

i algorytmy najczeSciej stosowane dla ich rozwigzania

il

AGH Wypukty convex — algorytmy spadku: najwiekszego
(najbardziej stromego) spadku, gradientu
sprzezonego, Newtona, quasi-Newtona,
obszaru wiarygodnosci.

Wielomodalny multimodal — algorytmy ewolucyjne:
genetyczne, strategii ewolucji, rojowe,
mréwkowe, symulowanego wyzarzania.

»Zaszumiony" noisy — simpleks Neldera -Meada,
wielokierunkowego poszukiwania Torczon.

www.agh.edu.pl
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Algorytmy spadku

Zastosowanie w problemach:

il

AGH
Szukanie minimum:
@ globalnego w problemie wypuktym,
o lokalnego w problemie wielomodalnym.
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Algorytmy spadku — ogélnie

Metody bezposrednie vs. posrednie

lum]JJ Metody bezposrednie — Obliczanie (i poréwnywanie)
AGH wartosci funkcji krok po kroku w kierunku
minimum

Metody posrednie — Szukanie x takiego, w ktérym
warunki wystarczajace optymalnosci sa
spetnione.

o Wymaga obliczania pochodnych
funkcji.

@ Problem sprowadza sie znalezienia
rozwigzywania uktadu réwnan
— jezeli liniowych, to mozna uniknaé
iterowania.

www.agh.edu.pl

W dalszej czesci bedzie mowa o metodach bezposrednich
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Poszukiwanie minimum funkgji jednej zmiennej (ogdlniej —

minimum na zadanym kierunku)

lu ]JJ Line search methods
AGH

Jeden krok przyktadowego algorytmu:

@ Obliczanie wartoéci funkcji w kolejnych punktach, az do
napotkania wzrostu wartosci funkcji.

@ Interpolacja wielomianem Lagrange'a 3 ostatnich
punktéw.

o Wyznaczenie przyblizenia minimum w wierzchotku
paraboli.

Skrajna wersja: Po dwukrotnym obliczeniu wartoéci funkcji
na kierunku (plus warto$¢ w punkcie startowym)
i wyznaczeniu przyblizenia minimum

— przejécie do szukania , kierunku poprawy”

«O> 4EF>» «E>» «E>» E Har
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/astosowanie line search methods do szukania minimum

funkcji wielu zmiennych

m ]JJ Problemy:

AGH @ Dtugos¢ , kroku™” w poszukiwaniu w kierunku.

@ Z jaka doktadnoscig wyznacza¢ minimum na jednym
kierunku.

Ad 1. W zaawansowanych algorytmach, jako kryterium
wyboru dtugosci ,,kroku” stosuje sie warunek Wolfe'a:
Redukcja wartosci funkcji powinna by¢ proporcjonalna do
dtugosci kroku oraz do pochodnej kierunkowej:
nierébwnos$¢ Armijo:

f(xk + akpr) < F(xk) + CakakTpk, c~107*

www.agh.edu.pl

Ad 2. Nalezy bra¢ pod uwage koszt zmiany kierunku
(od zerowego, poprzez obliczanie gradigntuy,az do, hesjanu)

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

Toae
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Klasyfikacja metod bez ograniczen

www.agh.edu.pl

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

o Bezgradientowe:

— spadku wzgledem wspétrzednych (Hooke'a-Jeevesa),
— kierunkéw sprzezonych (Powella, Rosenbrocka),
— simpleks Neldera-Meada,

— minimalizacji wzdtuz wspétrzednych (Gaussa-Seidela).
o Gradientowe pierwszego rzedu:

— najwiekszego spadku,

— gradientéw sprzezonych.
o Gradientowe drugiego rzedu i ,superliniowe”

— Newtona, BFGS,
— ,, Trust region".

«O> 4EF>» «E>» «E>» E Har
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Przyktad metody spadku wzgledem wspotrzednych —

coordinate descent methods

lu ]JJ Metoda Hooke’a-Jeevesa
AGH

Schemat algorytmu:

@ Wybdr ortogonalnej (niezmiennej) bazy kierunkéw.
@ Start z punktu startowego.
o Kazdy krok sktada sie z 2 etapéw:

+ Prébnego — obliczenie wartosci funkcji w otoczeniu
aktualnego punktu — w kazdym kierunku bazy w takiej
samej odlegtosci.

+ Roboczego — przesuniecie biezacego punktu o wektor
bedacy suma wektoréw poprawy.

o W przypadku braku poprawy — skrécenie kroku albo
stop.

www.agh.edu.pl
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Przyktady metod kierunkéw sprzezonych

www.agh.edu.pl

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

Nie nalezy myli¢ z metodami gradientéw sprzezonych.
Jak Hooke'a- Jeevesa, ale z modyfikacja bazy kierunkdw.
@ Schemat algorytmu Rosenbrocka:
o Kolejne kroki pomysine — jak w metodzie H-J.
o W przypadku braku poprawy — ortogonalny obrét bazy
— nowa baza jest tworzona z sumy wektoréw przesunieé
punktéw biezacych.
@ Schemat algorytmu Powella:
o Wybér bazy poczatkowej — jw.
e Szukanie minimum w kazdym kierunku.
o Suma wektoréw przesuniec jest nowym kierunkiem —
dodawanym do bazy. Réwnoczesnie z bazy jest usuwany
kierunek najbardziej zblizony do dodanego.

«O> 4EF>» «E>» «E>» E Har
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Metoda simplekséw Neldera-Meada

www.agh.edu.pl

Q@ W R” tworzymy wokdt punktu xo simpleks -1 wym.
@ Porzadkujemy punkty simpleksu, aby f(x;) < f(xit+1)-
© Generujemy punkt r =2m — x,1, gdzie

m= %Zlexj -
Q Jezeli f(x1) < f(r) < f(xn) , to akceptujemy r, reflect.
@ Jezeli f(r) < f(x1), to obliczamy s = m+ 2(m — x,41)

@ jezeli f(s) < f(r), to akceptujemy s , expand.
© jezeli nie, to akceptujemy r, reflect.
Q Jezeli f(r) >= f(x,), to kontrakcja miedzy m a
lepszym {r, xn+1},
@ jezeli f(r) < f(xnt1), to obliczamy ¢ = m+ (r —m)/2,
o jezeli f(c) < f(r), to akceptujemy c, contract
outside,
o jezeli nie, to do punktu 7,
O jezeli f(r) >= f(Xn41), to obliczamy
cc = mH(xp4+1—m)/2,

o jezeli f(cc) < f(xnt1), to akceptujemy cc, contract
ini «AO>» «F>» «F»r» « > = Q>
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Metoda simplekséw Neldera-Meada

T1

Tn+1

www.agh.edu.pl
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Metoda simplekséw Neldera-Meada
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«AO>» «F>» «F»r» « >

DAy

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 18 /43



Metoda simplekséw Neldera-Meada

Tn+1
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Metoda simplekséw Neldera-Meada

Tn+1

www.agh.edu.pl
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Metoda simplekséw Neldera-Meada
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Metoda simplekséw Neldera-Meada

Tn+1

www.agh.edu.pl
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Metoda minimalizacji wzdtuz wspotrzednych

(Gauss-Seidel, coordinate descent method)

U

AGH

Idea:

Szukanie minimum na kierunkach kolejnych wspétrzednych.

Grupa:
Metody bezgradientowe

www.agh.edu.pl
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Metoda minimalizacji wzdtuz wspotrzednych

(

AGH F= e dy-1) % 4 ee2) 2
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P
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Xmin =

|
B
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)
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Metoda minimalizacji wzdtuz wspotrzednych

(

AGH F= e dy-1) % 4 ee2) 2

005

INEN
.

Xmin = -1

B

-0.15
-0.2
-0.25

=

-0.3

-0.35

-0.4

www.agh.edu.pl
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Metoda najszybszego spadku

— steepest descent

U

AGH Idea:

Szukanie minimum na kierunkach antygradientow
wyznaczanych w kolejnych krokach.

Pk = —VF(xk)

Grupa:
Metody gradientowe, pierwszego rzedu

www.agh.edu.pl
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Metoda najszybszego spadku

— steepest descent

rzyktadowa funkcja:
lll IJJ f(XX,Xg):(X1 +3x — 12+ (x1 — xo — 2)2.
AGH . F= e 3y-1] % +ee2)
7
4
Xmin =
_1
4
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Metoda gradientéw sprzezonych

— Conjugate gradient (CG) method

U

AGH

www.agh.edu.pl

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

Przestanki:

o W przypadku funkcji kwadratowej
f(x) = 4xT Ax + bTx + c warstwice maja ksztatt elips.
Metoda najszybszego spadku daje rozwigzanie w n
krokach jezeli osie elips (warstwic funkgji) sa
réwnolegte do osi wspdtrzednych.

@ Osie elips s3 réwnolegte do osi wspdtrzednych gdy
macierz A jest diagonalna.

o Dla przeksztatcenia problemu do zadania z macierza
diagonalna potrzebna jest znajomo$¢ macierzy
kierunkéw sprzezonych
S=1po,p1,--- Pn-1]: pTAP; =0, i#]

Whiosek: Jezeli poszukiwania miniméw beda prowadzone
wzdtuz kierunkéw sprzezonych p;, to Jiczbakrokéw = .

E Har
Metody numeryczne 24 /43



Metoda gradientéw sprzezonych

— Conjugate gradient (CG) method

U

AGH

Idea:
Kolejny kierunek minimalizacji jest sprzezony do wszystkich

poprzednich i jest generowany tylko na podstawie biezacego
punktu i poprzedniego kierunku

fkTA Pk—1
Pk = —rk+BrpPk-1, Pk =—F——— = Vf(x)=Axk—b.

Grupa:
Metody gradientowe, pierwszego rzedu.

www.agh.edu.pl
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Metoda Newtona

www.agh.edu.pl

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

mm]JJ Grupa: Metoda gradientowa drugiego rzedu.
AGH
Cechy:
o Szybka —- jezeli miara jest tylko liczba krokéw

(z pominieciem kosztu pojedynczego kroku).
@ Duzy koszt pojedynczego kroku — wymaga czestego
obliczania hesjanu.
o Kiedy skuteczna:
o w poblizu minimum (ogélnie — gdy model 2. rzedu
dobrze przybliza funkcje),
o gdy hesjan jest macierza dodatnio okreslona.

«O> 4EF>» «E>» «E>» E Har
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Metoda Newtona

Przyktadowa funkcja:

o 4X1—|—4X2 —6
V= [4X1—}-20X2 -2

www.agh.edu.pl

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

|

mmm f(xe, x2) = (x1 4 3% — 12 + (x1 — x0 — 2)2.

_ 2 L 2
f—[>c1+3><2 1] +[>t:1><2 2]
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Metody quasi-newtonowskie

mmm Cechy:

AGH o Zbiezno$¢ superliniowa (rzad ; 1).

@ Mniejszy koszt - nie wymagaja obliczania hesjanu.

@ Hesjan zastgpiony macierza By - uaktualniang
informacja o funkcji uzyskang w kolejnych krokach.
Zmiana gradientu wzdtuz kierunku poszukiwan
dostarcza przyblizona informacje o drugiej pochodnej.

Najbardziej popularne:
e BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno),
e DFP (Davidon, Fletcher, Powell).

www.agh.edu.pl
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Metody obszaru wiarygodnosci

Trust-regiopn methods

m ]JJ Idea::

AGH @ Budujemy model otoczenia punktu xx

1
mk(p) = EPTBk p+ kaTp + fk

By — macierz — jak w metodzie Newtona, CG, BFGS
itp..
@ Szukamy minimum modelu.

min m .
pe]an «(p)

o Dtugosc i kierunek kroku zalezy od promienia obszaru
wiarygodnosci Ay.

www.agh.edu.pl

o Promien Ay ustalany na podstawie zgodnosci modelu
m i funkcji celu f w poprzednim kroku

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 29 /43
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Przyktad metody obszaru wiarygodnosci

Dogleg method

1. Wyznaczenie promienia obszaru wiarygodnosci (zaufania, ufnosci)

AGH
_ f(xx) = f(xk +px)  redukcja faktyczna
Pk Tmie(0) — me(pk)  redukcja przewidywana
o Jezeli py < 0.25, to Ayy1 = 0.25Hpk”.
o Jezeli 0.25 < py < 0.75, to Agy1 = Ag.
3 o Jezeli px > 0.75, to Ay = min (2Ax, Amax)-

«O> 4EF>» «E>» «E>» E Har
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Przyktad metody obszaru wiarygodnosci

Dogleg method

2. Wyznaczamy punkt Cauchy’ego

AGH

www.agh.edu.pl

Janusz Miller (

e Kazdy punkt spadku p>, (w tym takze punkt
Cauchy’ego) lezy na kierunku antygradientu modelu,

o Odlegtos¢ 7™ do minimum w tym kierunku oblicza sie
z réwnania kwadratowego na 7
1
m(rpt) = 5(7p2) " B (7p7) + VA (7p%) + i
@ Punkt Cauchy’ego lezy w obszarze wiarygodnosci,
a wiec 7 < Ay,
o Dodatkowa informacje o wiarygodnosci niesie
wypuktosé modelu (gdy By dodatnio okreslona),
@ Ostatecznie ustalamy punkt Cauchy’ego

T
C_—T Ak vf T = 17 «o» <« >(4v:§f£()4_‘_:= »k(gfkg‘\%(




Przyktad metody obszaru wiarygodnosci

Dogleg method

3. Wyznaczamy kierunek do minimum modelu m (2. rzedu)

AGH
Przy wyznaczaniu ,lepszego” kierunku korzystamy z hesjanu
albo — w przypadku metody quasi-Newtona — z macierzy By
B -1
P = _Bk ka
«O» «Fr «E» «E>» E HaAae
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Przyktad metody obszaru wiarygodnosci

Dogleg method

4. Wyznaczenie ostatecznego kierunku i dtugosci kroku

AGH @ Jezeli minimum modelu lezy wewnatrz obszaru
wiarygodnosci, to wykonujemy krok do tego minimum.
@ Jezeli na zewnatrz obszaru, to krok wg dogleg path:
o jezeli Ak jest mate w stosunku do odlegtosci do
minimum modelu 7", to krok wg gradientu
(bo mata wiarygodno$¢ modelu kaze nie wierzy¢
w prawdziwo$¢ jego minimum)

e w przeciwnym przypadku — konstruujemy Sciezke
zblizong do dwéch wektoréw p€ i pB:

www.agh.edu.pl

pr = pi + (™" = 1)(p¢ —pF), 1< <2

«O> 4EF>» «E>» «E>» E Har
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Przyktad metody obszaru wiarygodnosci

Dogleg method

lll ]JJ Diahia funkeja [Rosenbrocka)

AGH

www.agh.edu.pl
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Przyktad metody obszaru wiarygodnosci

Dogleg method

U

AGH

www.agh.edu.pl
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Przyktad metody obszaru wiarygodnosci

Dogleg method

AGH 2k f
15}
1k .
] ¥
05k f
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hEr v
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g 2 .5 1 05 0 0.5
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Inne metody typu TR

Sa metody bardziej zaawansowane

@ inne warianty dogleg — http://www.math.unl.edu/
~“s-bbockell/833-notes/nodel19.html,

@ https://optimization.mccormick.northwestern.
edu/index.php/Trust-region_methods
@ i wiele innych.

www.agh.edu.pl
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Zagadnienie pokrewne

Rozwiazywanie uktadu réwnan nieliniowych

il

AGH o Metody:

e Z zastosowaniem macierzy Jacobiego.
e Sprowadzenie do problemu optymalizacji —
minimalizacja sumy residudw.
@ Zastosowanie w analizie i symulacji
o Aproksymacja nieliniowa
o Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych metodami
niejawnymi, strzatéw wielokrotnych, kolokacyjnymi itp.

Tu sa3 pola zastosowania rézniczkowania automatycznego,
arytmetyki przedziatowe;j itp.

www.agh.edu.pl

«O> 4EF>» «E>» «E>» E Har

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan: Metody numeryczne 38 /43



Optymalizacja z ograniczeniami

Optymalizacja z ograniczeniami

Sformutowanie problemu, oznaczenia

il

AGH Szukamy minimum funkgcji f

min f(x),

ktére spetnia warunki réwnoSciowe

C,'(X) =0, e

oraz nierdwnosciowe

C,'(X) >0, iel.

www.agh.edu.pl
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Numeryczne metody optymalizacji z ograniczeniami

@ eliminacja zmiennych,

@ metody z funkcja kary,
@ metoda Lagrange'a,

@ Quadratic Programming,

@ SQP - Sequential Quadratic Programming

www.agh.edu.pl
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Warunek konieczny pierwszego rzedu

www.agh.edu.pl

" e s

ieEUT

Warunek konieczny minimum (1. rzedu):

Jezeli funkcja f ma lokalne minimum w punkcie x*, to
istnieje wektor A* taki, ze:

ViL(x*,\*) =0,

0, dla kazdego €&,
>0, dlakazdego i€Z,

Janusz Miller (Katedra Informatyki Stosowan:

C,'(X”<
A7 >0, dla kazdego i€ Z,
Afci(x*) =0, dla kazdego i€ EUT.
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Optymalizacja z ograniczeniem nieréwnosciowym
llustracja warunku Vi [f (x*) — A" c (x*)] =0

s = (x+3y-1)? +(x-y-2)%, x2+(y+1.525)%<=1
T T T T T T \l\\

AGH 25
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Optymalizacja z ograniczeniem nieréwnosciowym
llustracja warunku Vi [f (x*) — A" c (x*)] =0

lllmlJJ 3 f= (x+3y-1)2 +(x—y—2)2, ><2+(y+1_525)2<:1

AGH

www.agh.edu.pl
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Optymalizacja z ograniczeniem nieréwnosciowym
llustracja warunku Vi [f (x*) — A" c (x*)] =0

lllmlJJ 3 f= (x+3y-1)2 +(x—y—2)2, ><2+(y+1_525)2<:1

AGH

www.agh.edu.pl
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Kryterium stopu

GH @ Zagadnienie istotne, nie tylko w problemach
»zaszumionych".

@ ,Numeryczna niejednoznaczno$¢™ zera albo wartosci
minimalnej wynikajaca z btedu numerycznego
obliczania wartosci funkgji.

o Uwaga praktyczna: Nie nalezy wymaga¢ doktadnosci
wzglednej lepszej niz rzedu 10~ (w przypadku
arytmetyki na liczbach typu podwdjnej precyzji — o
doktadnosci maszynowej ¢ = 2.22 10710,

www.agh.edu.pl
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