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Klasyczna definicja rézniczkowania

Definition (Pochodna)

df . f(x+h)—1(x)
/ = — =
Fiix) = dx ilrlno h

@ Sens jedynie dla funkcji f : R — R" (przy zatozeniu, ze w przypadku
wektorowym dzielenie przebiega skalarnie),

@ Roézne postacie reguty tancuchowej,
@ Co z przypadkiem f : R™ — R" lub f : R™ — R?

o Woystarczy do zdefiniowania prostych metod rézniczkowania
numerycznego.
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Numeryczne metody rézniczkowania

Najprostszy sposob

Formuty dwupunktowe

Rozwazamy f € C?[a, b], x1 = x0+ h, xo,x1 € [a, b], h # 0.
Z rozwiniecia w szereg Taylora z resztg Lagrange'a otrzymujemy

Scc o al: Flo)= [ OFENZIO) A

Jezeli h > 0 to jest to iloraz progresywny (w przéd, ang. forward-difference
formula).
Jezeli h < 0 to jest to iloraz regresywny (wstecz, ang. backward-difference
formula).

Na podstawie J.Miller llorazy Réznicowe z Wybrane zagadnienia
numeryczne — analiza i dobdr algorytméw pod redakcja Jarostawa Wasa.
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Bardziej ztozone metody

Formuty trzypunktowe (rzedu p = 2)

o) = o [-3F00) + 470 + h) — Flxo -+ 20)] + 1 FO(e0) (2)
o) = oo [-Flo— h) + Flo + B~ 2 F(cy) ®)
o) = o [F(s0 = 2h) — 4F(xo — h) + 3F(0)] + o). (8

Powyzsze wzory ukazuja dwie przewagi formuty centralnej (3) nad
formutami progresywna (2) i regresywna (4). Koszt obliczeniowy mierzony
liczba obliczanych wartosci funkgji f jest o 1/3 mniejszy, a gtéwna czesé
btedu metody jest dwa razy mniejsza.
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Bardziej ztozone metody Il

Przykfady formuf pieciopunktowych (rzad p = 4)
centralna

' (xo0) = Ton [f (xo —2h) — 8f (xo — h) + 8f (xo + h)
h4
—f (x0 + 2h)] + ==FO)(¢)
30
progresywna
' (x0) = 12/7 [— 25f(Xo)+48f(X0+h)—36f(X0+2h)

F16f (xo + 3h) — 3f (xo + 4h) ] + — f‘5)(§)
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Btad rézniczkowania
10°
104 11y
1078

1012

desired accuracy

10—16
1016 10712 10°8 10~4 109

Rysunek: en.wikipedia.org/wiki/Numerical_differentiation
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lloraz z krokiem zespolonym

F(x0) = /m(f(X/(: + ih)) 4 /762f///(X0)'
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-
Metody symboliczne

Rézniczkowanie symboliczne

e MatlabSymbolic Math Toolbox,
Wolfram Alpha/Mathematica,
Maxima,
SymPy,
Maple.
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Rozwazmy do$¢ prosta funkcje jednej zmiennej:

f(x) = \/tg%(x) +1 - tg(x)

Jej wykres wraz z pochodna pokazano na rysunku 2. Pochodna f(x)
mozna obliczy¢ symbolicznie (tg(x)’ = 1 + tg?(x)):

f(x) = tg(x)\/tg2(x) + 1 — (tg*(x) + 1)

Filip Kaminski Metody rézniczkowania 30.11.2021 9/29



— fix)
75 F(x)

25

-15

-100

Rysunek: Funkcja f(x) = \/tg(x)?> + 1 — tg(x) i jej pierwsza pochodna.
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W przypadku numerycznego przyblizania wartosci pochodnej w okolicach
punktéw 5 + km, k € Z moga pojawic si¢ btedy numeryczne wynikajace z
odejmowania bliskich wartosci.

lloraz réznicowy S-punktowy, formula progresywna h = 0.001
lloraz réznicowy S-punktowy, formuta centralna, h = 0.001
lloraz roznicowy 2-punktowy, formula w przod, h = 1e-12
lloraz roznicowy 2-punktowy, formula wstecz, h = 1e-12
lloraz roznicowy 2-punktowy, formuta centralna, h = le-12
lloraz reznicowy 3-punktowy, farmula wstecz, h = 1e-06
lloraz réznicowy 3-punktowy, formula centralna, h = 1le-06
lloraz roznicowy 3-punktowy, formuta w przad, h = 1e-06
lloraz roznicowy z krokiem zespolonym, h = 0.001

Rézniczkowanie automatyczne

07 107 1w? 107t 10 108 10° 0
Btad wzaledny

Rysunek: Btad wzgledny przyblizenia pochodnej /(5 —10~*).
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lloraz réznicowy S-punktowy, formula progresywna h = 0.001
llaraz réznicowy 5-punktowy, formula centralna, h = 0.001
lloraz roznicowy 2-punktowy, formula w przad, h = 1le-12
lloraz réznicowy 2-punktowy, formula wstecz, h = 1e-12
lloraz réznicowy 2-punktowy, formula centralna, h = le-12
lloraz réznicowy z krokiem zespolenym, h = 0.001

lloraz roznicowy 3-punktowy, formula w przad, h = 1e-06
lloraz réznicowy 3-punktowy, formula wstecz, h = 1e-06
lloraz réznicowy 3-punktowy, formula centralna, h = le-06

Razniczkowanie automatyczne

T T T T T T T T
107® 07 10 0~ 107! 10t 10° 10°
Blad wzgledny

Rysunek: Sredni btad wzgledny przyblizenia pochodnej f/(x) w przedziale
x €[0,5 —107%] (100 punktéw).
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Rézniczkowanie Automatyczne

Rézniczkowanie Automatyczne

Woydajna metoda obliczania pochodnych z doktadnosciag maszynowa (tylko
btad zwigzany z reprezentacja zmiennoprzecinkow3).

Metoda oparta na regule tancuchowe;j,

dobre podstawy matematyczne,

wymyslona przez R.E. Wengerta w 1964 (podobno pierwsza praca
doktorska z informatyki w historii),

e dwa warianty: rézniczkowanie w przéd (forward mode) i wstecz
(reverse mode),

bardzo wydajna i mozliwa do zaimplementowania w prawie kazdym
Srodowisku
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-
Kilka definicji

Definition (Graf obliczeniowy)

Grafem obliczeniowym (ang. computational graph) nazywamy graf
skierowany, w ktérym wierzchotki zawierajg zmienne lub operacje
reprezentujace poszczegdlne elementy badanego wyrazenia. Krawedz
pomiedzy dwoma wierzchotkami oznacza zwigzek pomiedzy formutami.
Wierzchotek, w ktérym rozpoczyna sie krawedZ nazywany jest rodzicem
(ang. parent node), a potaczone z nim wierzchotki nazywane s3 jego
dzie¢mi (ang. children nodes). Dla danej formuty matematycznej moze
istnie¢ wiecej niz jeden graf obliczeniowy. Poza rézniczkowaniem
automatycznym grafy obliczeniowe znajdujg zastosowanie réwniez w
sieciach neuronowych. Czasami, w zaleznosci od sposobu reprezentacji
formuty (w wiekszosci przypadkéw formute mozna przedstawi¢ w postaci
drzewa, a nie grafu), zamiast pojecia graf obliczeniowy mozna spotkac sie
réwniez z okresleniem drzewo sktadniowe (ang. abstract syntax tree).

v

Filip Kaminski Metody rézniczkowania 30.11.2021 14 /29




-
Kilka definicji

Definition (Reguta taficuchowa)

Podstawa rézniczkowania automatycznego jest reguta tancuchowa. Reguta
ta pozwala przedstawié¢ pochodna ztozonej funkcji w postaci skonczone;
kombinacji pochodnych prostszych wyrazen. Jezeli
f:X—->Y,g:X—Z h:Z— Y s3funkcjami co najmniej pierwszej
klasy (C1) oraz dim(X) = dim(Y) = dim(Z) = 1, to regufa taficuchowa
przyjmuje nastepujaca postac:

fl=(hog)=(Ncg) g
co mozna zapisa¢ w notacji Leibnitza jako:

df _df dn
dx dh dx
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-
Kilka definicji

Jezeli f: X" =Y. n>22, hy,...,h,: X — Z, gdzie f, h1,...,h, sa
funkcjami co najmniej klasy C1 i x; € X" to:

of 0 ", Of Oh;
—f(h1,...,hy) =
8XJ dxj (1, hn) Z Oh; O

co mozna zapisaé w postaci wektorowej (£ € X") jako:

d B - dv(t)
i v(t)) = VF(v(t)) - p”

W przypadku funkcji R™ — R" (m, n > 1) regute tancuchowa mozna
zapisa¢ za pomocg macierzy Jacobiego:

Jfog(t) = Jf(g(t))‘jg(t)
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-
Przyktad

Rozwazmy przyktad
f(x) = 2sin(2x) + 3x*
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|
Metoda w przéd

Forward Mode

Rozpoczynamy w x.
Nastepnie obliczamy
pochodne czastkowe weztéw
dzieci wzgledem rodzicow.

0 &=1,

(2] ‘(’,—’;5:2&

@ &t =3%

@ L=2

o ...

@ 4cos(2x) + 6x
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N
Metoda wstecz

Metoda wstecz
Rozpoczynamy w f(x) i
obliczamy pochodne
czastkowe weztéw wzgledem
zmiennej propagujac
informacje wstecz

Q o — df  dfi  df  df

dx — dfh dx T dfg  dx’
o ...
Q 4cos(2x) + 6x
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Réznice pomiedzy metodg ,w przdd” i metoda ,wstecz” staja sie
widoczne w przypadku funkcji f: R” — R™ (n > 1, m > 1). Znalezienie
macierzy Jacobiego funkcji f wymaga n przej$¢ metoda ,w przéd” lub m
przej$¢ metoda ,wstecz”.
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W przypadku metody ,w przéd” pojedyncze przejscie przez graf
obliczeniowy pozwala obliczyé pochodne de,- (j€{1,...,m}) wzgledem
i-tej zmiennej (i € {1,..., n}). Przejscie takie odpowiada wypetnieniu i-tej
kolumny macierzy Jacobiego (wypenienie catej macierzy wymaga wiec n
przej$¢). Metoda ta sprawdza sie lepiej w przypadku funkcji, dla ktérych
m>>n.

Metoda ,wstecz" sprawdza sie szczegblnie dobrze w przypadku funkgji dla
ktérych n >> m. Jedno przejScie metoda ,wstecz" pozwala na obliczenie
pochodnej % wzgledem wszystkich zmiennych (dla ustalonego j).
Pojedyncze plrzejécie metoda ,wstecz” odpowiada wiec wypetnieniu
jednego wiersza w macierzy Jacobiego (tj znalezieniu gradientu funkgji f;).
Znalezienie catej macierzy Jacobiego wymaga wykonania m przejs¢ przez
graf. Stosowanie metody ,wstecz” wigze sie jednak z koniecznoscia
przechowywania w pamieci wiekszej ilosci informacji (wieksza ztozono$¢
pamieciowa). Z tego powodu w praktyce metoda ,w przdéd” okazuje sie
szybsza w przypadku, gdy m i n s3 podobne.
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Implementacja metody w przéd za pomoca liczb dualnych

Jednym ze sposobdéw na implementacje metody rézniczkowania ,w przéd”
jest wykorzystanie liczb dualnych (algebry Clifforda). Koncepcja liczb
dualnych jest podobna do idei liczb zespolonych. Liczbe dualng z mozna
przedstawi¢ jako pare liczb rzeczywistych (v, v') lub w postaci
nastepujacego wyrazenia:

/
zZ=V+ev
gdzie
o ¢ =0 (nilpotent),
@ c#£0,
o v,V eR.
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Dodatkowo na liczbach dualnych definiuje sie dwie operacje:
o Dodawanie — (a,a") + (b, b') = (a+ b,a' + b'),
@ Mnozenie — (a,a’) * (b, b’) = (ab,ab’ + a'b)
Na ich podstawie da sie réwniez zdefiniowaé dzielenie (przy zatozeniu, ze

b # 0):
ated ated b—eb

bteb bteb beb

(a+e€d)x(b—eb) _ab—eab +edb—€db

b2 —eb' x b+ eb x b+ 2b?% b2 N
ab+e(db—ab’) a ab-—ab a ab—ab
p? “ b P2 (b’ b2 >
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Arytmetyka pierwszych komponentéw liczb dualnych przypomina klasyczna
arytmetyke. Obliczenia na drugi elementach wydaja sie odpowiadac
regutom rézniczkowania. Warto zauwazyé, ze elementem neutralnym w tej
strukturze jest para (1,0), a dowolna liczbe rzeczywista x € R w dziedzinie
liczb dualnych mozna przedstawi¢ jako (x,0). Stad, mnozenie liczby
dualnej przez skalar k € R to k = (a,a’) = (ka, ka'). Mozna udowodni¢, ze
liczby dualne tworza dwuwymiarowa algebre nad ciatem liczb
rzeczywistych. Poza mozliwoscig zapisu wartosci, do stworzenia
praktycznej implementacji rézniczkowania automatycznego potrzebne beda
jeszcze funkcje, a dokfadniej ich reprezentacja w dziedzinie liczb dualnych.
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Przeksztatcenie R — D

Rozszerzenie dziedziny popularnych funkcji na zbiér liczb dualnych jest

bardzo proste. Rozwazmy rozwiniecie rzeczywistej funkcji f(a) w szereg
Taylora

) =3 70 gy
n=0 :

Po podstawieniu x = a + €a’, xop = a otrzymujemy

flat+ed)= Z fnn(la)(aJrea’ —a)" = Z f"(a)lslal)en = f(a) + ed'f'(a)
n=0 ' n=0 )

Zauwaz, zedlan>2: "= €2"2=0x¢"2=0
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Przeksztatcenia dla popularnych funkgji

Tabela: Reprezentacja popularnych funkgcji w dziedzinie liczb dualnych

Wartos¢ dla x € R Warto$¢ w dziedzinie liczb dualnych
Wielomian f(x) = Y gaix’ | f(x) = X" gaix +ex’ S04 ajix' !
e” e + ex’e”

In(x) In(x) + €<

sin(x) sin(x) + ex’ cos(x)

cos(x) cos(x) — ex’ sin(x)

tg(x) tg(x) + ex’ sec?(x)

ctg(x) tg(x) — ex’ csc?(x)

a~ a* + ex'a*In(a)

NG VX e

c c+e0=c
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Prosta implementacja liczb dualnych w Haskelu

import Prelude as Pl
data D a = D (Double, Double) deriving (Eq,Show)

instance (Num a) => Num (D a) where

D (a,b) + D (c,d) =D (a+c,btd)
D (a,b) * D (c,d) = D (a*c,axd+bxc)
D (a,b) = D (c,d) =D (a—c,b—d)
frominteger i = D (fromlIntegral i, fromlInteger 0)
abs (D (a,b)) D (abs a, abs b)
D (a,b)

signum ( ) = D (signum a, signum b)

(

instance (Fractional a) => Fractional (D a) where
D (a,b) / D (c,d) =D (a/c,(bxc—a*d)/cx*c)
fromRational i = D (fromRational i,0)

instance (Floating a) => Floating (D a) where
pi = D(pi, 0)

sin (D (a,b)) = D(Pl.sin a, b*(Pl.cos a))

cos (D (a,b)) = D(Pl.cos a, —bxPl.sin a)

tan (D (a,b)) = D(Pl.tan a, b/((Pl.cos a)xx2))
exp (D (a,b)) = D(Pl.exp a, bxPl.exp a)

D (a,b) *x D(c,-) = D(a #x c, bxcx(axx(c—1)))
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Inne metody implementac;ji

@ Przecigzanie operatordw,

@ Przeksztatcenie kodu zrédtowego.

Filip Kaminski Metody rézniczkowania 30.11.2021 28/29



Dziekuje za uwage
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